


LEZIONE 2/10/2023

MATRICI

ino -E 112 3 RIGHE E 4 COLONNEI↳2) (ViSONONUM
↓ alb a

,
be I DFO

MATRICE
UNA MATRICE È UN ORDINAMENTO RETTANGOLARE

A : (aij)man MijEM

= An Anz ... On (( ... & /50- & 22 e
Pan Olz2 ... Ozn

Am Plm ... Omn

MRIGHE RMin = EMATRICI DI ORDINE Man]
n COLONNE A COEFF. REALI

1R2,1 = [19) d.b ER3 12313 =

<ferrerzen distieI
j=1.2

,
3

-31/2ino 2π -74 -DAER3 ,4I12 2 45 so
(

UGUAGLIANZA TRA MATRICI
A : (0. :j)man B= (bijlman
Olij=Dij ti fj

SOMMA TRA MATRICI
LA SOMMA PUO' AVVENIRE SOLO SE LE MATRICI DELLA SOMMA HANNO LO STESSO N. DI RICHE E

COLONNE

(33)+(2)
(1 -

3 p 3) +(8i =( Be
DEF: A

,
BERMin A= (ais)man B (bij)man

A+B = (aij +bij)man

TEOREMA
1Rm,n

① A
,
BERMN ALLORA ATB=B A PER LA PROPRIETÀ COMMUTATIVA

②A + (B+C) = (A+B)+ C PER La PROPRIETA' ASSOCIATIVA



③ 0=(8 8) AtOFA &Man è La Matrice Nulla di ORDINE ma

④ FAERWIn -BERRMin A+B= 0 SE A : (aij) ,
B= ( -bij)

NOTAZIONE B= -A

A = (% 833) B= /:
DEF: AEIR

,
AERRMxn

A : Caijlman AA = (19ij)man

ESEMPIO :

5

4&
3

60) =)5015e(
TEOREMA
④ A (A+ B) = AA+AB

②( +MIA CON A ,MEIR
AATMA

③ A(MA) = (AMJA A
,MER AfRMAN

④ l'A =A

TRASPOSTA DI UNA MATRICE

↑ AERMxn -> AGRxmA= -

35 21-2x3 - 7 A = (it)mxn-> A: (aji)nxm

3x2

TEOREMA

. (TA) =A

·

T(A +B) : "A+
"
B

· (A) = A . TA AER

PRODOTTI TRA MATRICI
·

(154 .

(t)
= 19(11+ 2 1 + D.

3x1

· (i)(5) = (3)



= ) . (i) = (3-
3 PRIMA RIGAXPRIMA COLONNA

PRIMA RIGAX SECONDA COLONMA
SECONDA RIGAY PRIMA COLONNA

5 - 7) seconda Riga X Seconda Crona

· (n G
-1

prima maxpan
(5) = (233 e s

2 1 -A

PRIMA RIGAX SECONDA COLONMA
SECONDA RIGAY PRIMA COLONNA
SECONDA RIGA X SECONDA COLONNA

TERZA RIGA X PRIMA COLONNA
TERZA BIGA A SECONDA COLONNA

DEF: A : (aik)man B = (bkj)nxp
A-B = (cij)mxp
cij =3aikDkT

k=1

= Pinbaj + Piz + bzy +... +Aintbuj

ESEMPL
·

2
= 921Pr+ 122P2x+ 923434 ... Inba

·(2 35)(2 -251) = /12 6 te
A B
B.A NON SAREBBE DEFINITO

·

(38)(b -) = (522)
ANCHE SE IL PRODOTTO E'
POSSIBILE

,NON E' LA

(%(5 %) =( %) STESSA COSA

A.BB- A

(A .B) .C = A(B.C)

OSSERVAZIONE
E FALSO

A B:0 = A= 0 V B=0
CONTROESEMP-

TEOREMA
TIA .B) =

T
B. A

TEOREMA
A. (B+C) = A.B+A.C

(A+B) . C= A . C+B.C
·LAB

m
(A+ B)

"
= (A+B)(A+B) = (A+B)A+ (A+B)B = A .A+ B .A+ A. B+B-B

= A P +B<
+A-B+ B. A

A-B2=
(A+B) (A-B) NON E PROPRIETA'



LEZIONE 411012023

! /8) :Siete
A . B è definito (20)(% - ) = /18 sePuò essere che :

·B.A non definito
·B.A non stesso ordine
Bia stesso ordine ma non Uguali
(A - B) . C = A /B .C) l' associativa e distributiva

, infatti (A+B) . C=AC+BC e
A (B+C) =AB +AC

esercizio : creare una matrice che
, moltiplicata per se stessa,dia comunque A

(AP =A. A=A)

* A .A =A idempotente
A = O nilpotente

PROPRIETA'
XEIR sia scalare
X(A -B)= A(XB)

TRASPORTA

A: (Oij)mxn A =

(150)
+A = (12

TA = (aix)nxm

T(A . B) = B .

A verifica
: (55)B : (118)
iA = (13) B= 12

% B
-B. A =

1)(23) = (1) A . B : (53) (28) = /3se
+(A - B) =

(es La proprietà funziona



Matrici quadrate

Hanno Coeff IR".
"
e sono moltiplicabili tra di loro

Def : A: (Olij)nxn matrice triangolare superiore se e solo se 9ij= 0 fjci
A = an Anz Anz ... Ann

O Mz2 Azz ... Azn
0 0 A33 ... O3n

... ann

Analogamente ,
si definisce matrice triangolare inferiore se e solo se

* (Oij)nxn dij =0 Ujsi

A = An & O & &

(921 022 & O O Iar 032 9330 O

..

One... ann

Esempio matrice 3x3 t . superiore Esempio matrice (X2 t. inferiore

A= 1 2 - 5

( O π 4 (Ef)
O 0 -

Def : A : (Oij)nan si dice diagonale se e solo se9ij = 0 fifj
A : An 0 0 O Esempio matrice diagonale

0 &22 0 O

00 133 O 1 O Oud inoltre è sempre triangolare
O 20 superiore e inferiore

o 00 ann & 0 5

Matrice identità

In = In =

1&0 nella diagonale sono tutti 1
, fuori dalla diagonale sono tutti e

Teorema
AEIREN A4In = (Sij Sis = E s -n

= A : In A
funziona la commutatività

In = (1)
dimostrazione

I2 = (69) Is =

1808) Ie O

(· O( (8)(fi) = (8)·

o

0 0 0 1

I
n

= In In= In



Matrice simmetrica

Def : AER"," : A si dice simmetrica se e solo se "A =A

Esercizio : caratterizzazione di simmetriche 2x2

a b
b d

non simmetrica -> T(& a) = (d
La prima riga e la prima colonna devono essere uguali alla matrice

Esercizio : Caratterizzazione simmetriche 3x3

an anz ! =( e e quindi anz : den 6 parametri liberi
az1 922 Azz 932 en3= 0131 e 3 condizionati
&31 32 033 023 033 023 = 0132

abc Esempio : 13 P S = EAGIR3X3
/+A =A3

E

4 6 T3
B de 36

5 :

2) ee a ,
3

,
2,d,

e
, fE(R)

Matrici antisimmetriche
insieme di tutta la metrice

Def : AER"" si dice anti simmetrica simmetrica 3x3 a Coeff. reali
se e solo se "A= -A

Esercizio : Caratterizzazione antisimmetriche [xz

"aba) = (=9 a a = a - a=0 [(qx/Xer] solo 1 parametro libero

C= -B

(! ) =( ) d= -d = do

Esercizio : Caratterizzazione antisimmetriche 3x3

(9 X4 3 parametri liberi
0 Z

-

y
-z0

TEOREMA
AER: A= X+Y dove X è simmetrica e y è antisimmetrica

dimostrazione : A= 112 (A+A)+112 (A-"A)
,
dove X : 1/2/A+TA) 2 Y= 1/2/A-"A)

X risulta essere simmetrica
, infatti si deve dimostrare che TX-X

+X= (112(A+ A) = (112A+12 A) =12 A + 12 (TA) = 12TA+1/2A =112 (A+TA)= x

Si procede a verificare che TY= -Y



T (112 (A-TA)) = (112A-1125A) = 112TA-112T(TA)=112TA-112A =112 /"A -A) = - Y

Esempio
Decomporre A = (3

-

5) come la Somma di una matrice simmetrica + una matricee
antisimmetrica

x = 112(2-3) + (23) = 112(-E-2) = (1-s
y =

112(3-3) - /23 ) = 112 (8
- 8 = (fo

13 -B) = (2
-

1) + (py)
simmetrica antisimmetrica

Esempio
Decomporre 2 - 3 come sommo, simmetrica e antisimmetrica

011
-2 1 4

X =1122 - 13 + 20 -2 = 1124 - 1 = 2 -112 112

i
-1 2 2 -11211
12 & 112 1 4

y =

1122-) - (20
-

)
=

1(2(0
-15 = 0 ee
I 1120 O
- 88 -3120 O

0 -112 512

A = * 12 e ne O (
112 2 4 -51200

Matrici invertibili

Sia AfiR"
,
A si dice invertibile se e solo se esiste una matrica Bern tale che

AB= B.A= In
NOTA : B= A-1

Non tutte le matrici sono invertibili

Esempio
A = 11 =2) e' invertibile ,infatti esiste B=If

( =)( 4) =% ) caso di commutatività

E4)/ ) =% i) non tutte le matrici quadrate hanno questa proprietà



Osservazione

(8(, !) =(i)

(b) =(i)
a=1 0 =0 Si lavora in 1

,
0=1 non può esistere, quindi non tutte

b=0 Off Le matrici quadrate possiedono un'inversa

Notazione
Se Aft l'invertibile

,
allora FBER"" Tale che A-B= B .A:In . B=A l'unica .

AEIR22 : Quando A è invertibile ?

(98)(W) = (pi)
A B

B= A-1

fax+bz ay + bw) = (fi)Cx + dz Cy+ de

A = b(f) A-1 = (dlad-be-blad-bC RIVEDERE A CASA
,
Fal

-clad-ba alad-bc( DIMOSTRAZIONE DA SOLA

AEIR2 ,2 A l'invertibile se ad-bCf0

Def : A= (9b) allora il determinante di A sarà adecIl

IAl

Teorema
AfIR22A l'invertibile se e solo se il determinante di A FO .

Inoltre A-1 = 1/detA/e il
Esempio

A= (132) A l'invertibile ? Si

detA =1 . 4 - (2) (-3)=10

Ar : )5 ) = (no 15) è L'inversa di

(34)(10) : (%) provare a fare (415 -3) (13) = (%)



Esempio

Aff)non e invertie

A=( %) l'inversibile

detA= 0 -1 = -1

A 1
= 1(41) =(i)

Teoremi
AEIRNN
· A l' invertibile se e solo se "A è invertibile
-

T (A-1) = (TA) 1

A
,BEIR"in

- A e B sono invertibili se e solo se il prodotto risulta essere invertibile
- (AB)1 =B- 1

. Al
- (A .B)(B-1 . A") = In , perché A (B .B-1) A-1

LEZIONE 9/1012023

AER"in A l'invertibile se e soo se FBEIR"i"Tale che A-B=BA : In
In =( .4) Se fB

Si scrive come A-(risulta essere unical

casa n=2

A:

/a b) è invertibile se e solo se ad-bco
detA

E risulta che A = 1/detA /0 B
A

-1
= 1190- bc (d, -

Esempio
A=(3
detA = 15+2=17 (10) invertibile

A1
= (IE Ci )

(3)(21 ) = Foe il
A= /1 36) detA= -6 + 6 = 0 non invertibilee



Esercizio
Calcolare A se A=1
detA : 6 + 4 =10

A : / 2s
110(z =33) =(id

1 :3 -2)(i) = (fi)
Matrici inverse 3x3

A : A11 912 &13(aze az2 923(
931932 933

Si definisce detA = (A) :

ann 922 &23 - an A2 &23 +Anz &21 &22 MD/ab =ee
932 933

Esempio
Calcolare (al sapendo che A=(1 e
1A1 = 1/5 31 +3/83 +2183

1341 +3/61 + 2/51 = 62 (10 invertibile)

A l'invertibile E) det (A)FO n=3

A = detA Ann Anz Anz dove Aij = (-1)
:+5 Mij

Azu Azz Azz dove Mij è il detA che si ottiene trascurando
A31 A32 Ass la riga i-esima e la colonna jesima

3A-1 = 1/62 & - G 5 (-28 G -5

2 ↑ 7

An = ( 1)
+

& -
= 3 A12 ( 1)

2

1
-

2 = - 6 Anz = (-1)
2

3/1B)



A21 = ( 1)2
+1

32 = 28 A22 = (- 172+

2(1) = 6 A23 : f1k
+

3 -f -5

A31 = ( 13+

1(32) = 2 A32= 1)*
+

2/12) = PA33 =[1) 3+3

/ =
=

T
17131 - 3131 5162

28 14131 3131 -5/62 = A
-1

A1= 1/6234 -

655) = (
131 21317162

(
2

(↳ -32) (pe 1RB1 1) = ee
14-+ +15= B = 1
5 +1 + 5 = 1

--io -

+ - 5 0

-- +
14

-E = 0 0 - 15 +31O

1 -1 -5o o +15 - Ao

0 +t+ 2 =1

Esempio

A=...

A-1 = 1detA
T

1detA (Aij)1(
(a1 = 1 . /8) -18+1 14 % = 0.0 -1 = -1

An = 0 Ap= 0 An= -1 T 00

O
A 21 =0 Azz = -1 A23=1

(- =8I
T

Az1 = -1 Azz= 1 A33 = 0 AP
=

-1 I (i
I7 (1-1) = se



CALCOLO DI DETERMINANTI

A= (aiy) AfRin

Estensione
det(A) = Al= auAntonArt. Anton Ann

Any
= (-1)+5 Maj

Mj è il determinante ottenuto dimenticando la prima riga e la colora Jesima

Esempio

A = 11 -12 detA=12 13 + 1
-

13
-

1 12
+ 271) e12 -13 I ↑

11 4 2 102 & ! To
0 102

Proposizione

det (A . B) =det (A) det(B) formula di Binet

in Generale I det (A+B) #detA+ detB

det [(% i) + (2) = det (88) = 0

det /%i ) =1 det(0)=1 det :2

IMPORTANTE
det (A) : det "(A)

Teorema

determinante di una matrice Triangolare superiore/Inferiore l' Il PRODOTTO Della Sua

diagonale

(an enzie an/dz2 dz3-anz 8 923 +013ean922 0133 922 923
00033

PROPOSIZIONE
se A è ottenuta da A sommando a una Rica (Colonna) un multiplo di un'altra allora
Vole L'UGuaGllanza
detA : det /Al) LEIR

·m 912 913 d1 912 &13
de 922923 = Lamtaze danz+&22 danz+923
93 132 933 az1 932 933



PROPOSIZIONE

Se A l' ottenuta da A moltiplicando una Rica (colonna) per una costante a (AEIR)
,

QUORO

det (A')= <det(A)

ann 012 013 an di2 913
Azzda21 da22 2023 = az1 123

931932 933 931932933

ESEMPIO
detA = A . detA

AfIRM i
n

A = detA = - 43
l52 )

det (3.A) = 35 · da
27 . - 43

Proposizione

se A è ottenuta da A scambiando 2 RIGHE (coonne) diverse,allora detA)= -det(A)

4 . an 12 913

dedz
ma /aze &2 = &21Anee

ESERCIZIO

3 : 6 - 4A= 153) = 4
89789

123 123
- 789 = - Q -6-12 -F

0 -3-6 0 -3 -G

123 123
- 0.6 -16 -26 = -60 I -2
0 -3 -G 0 -3 -6

123
-I-60 -
000

Teorema Laplace

A= (aijnxn AERN sia A=

(eedetA = a;,Aie
+ ain fin

= AnyAny+AnjAnj detA= 1 .5 +1(-4)+2(12) = -23
detA= 4(7)+2(1)+1 . 3

=- 28+2+3 = - 23



LEZIONE 11/10/2023

ESERCIZIO

det(26) = 12 l'invertibile?Si

A+ = 1(36 -) =(
A =I ) : :6 =(i)
ESERCIZIO

Calcolare INVERSA TRASPORTA DI A

(TA)-1 = +(A-1)

( 10n2) =I
Eserciziod'esame

(
LEIRA = cosa sinesa

PROVORE Che è' Invertibile

det : cos22+sin2X =1

A -1
= 1(cosa

-sind
sind cost

ESERCIZIO

Calcolare -> . IA .B4 ,
la+BI

,
(AB+A2 Determinanti

A =

(20 +,B)e e(
· det(A .B2) =detA detB = detA. det /B.B) : detA- detB-detB : /detA)(detB)

detA : 2(4)=1. ( -4) = 12

de+B= C(-7)- 1) - 23) + 2)-6) = - 3

IA . B2 / =12. 9 =108

· A+B = 4 11
037
747

det/A+B -4 . (-7)-1 (49)+1 /21) = -23 +M+21 = 0 non è Invertible



· lAB+ A4 = det (A(B+A) =detA - det(B+A) =12 . 0 = 0

ESERCIZIO
Usando le Proprietà Del Determinante,Calcolare Il det DI

1223 1223 MOLTIPLICOTO LO. PRIMO, RIGO, PER -4

④1 12 I O -7-910 e sommato con seconda Riga

③668 0 0 0 - POI PER -3
Infine Per-3

③ 213 0 -4 -5 -G Scambiare Ultima e penultima RIGA

1223 1223 1223
- 0 -7-9-10 : -0 -7-9O =

-
( -4)0 - 7 - 9-10

0 -4- 5 - 6 0. -4 -4 .1 -4.514 -4 . -614 0 1 514312
000- 0 0 0- & 0 8 - 1

SI MOLTIPLICA PER -4

1223 1223 TECNICA DI PIVOT
=

- & 0 1514312 : - & 1514312 = - 1

0 -7-9 to O O -11P 112
000 - 000 -1

MOLTIPLICO PER7 Si è calcolato
E sommo alla

TERZO RIGQ
Il Determinante

ESERCIZIO

Sia A:
detA = -1 . (-3) -2(1)+1(8) = 9

A
- 1

=

1
- 3 -18 Am = -3 Anz= 1 An = 8 ; A21= 0 A22 = -3

3 -36 A2: 6; Agy= 3 Azz=1 Agg

Ar:

AT-3 03
= -13e

-119 -113 119
819 213 119

-3 OHB e I

100
-30 %2



Risoluzioni Di sistemi Di equazioni

Invariante matematico moltoimportante

RonGo Di una matrice

Slano A C B Due MATRICI In IRMi
"
T.C. . esista una successione finita di operazioni

elementari Di Righe Che TRASFORMA A In B ,amora si Dice Che A e B sono
equivalenti Per RIGQ

.

Matrice RIDOTTQ
si consideri una matrice Am

,
una matrice Ridotta Per Riche Viene Definita

Se e solo se Per Ogni Riga non Nulla, esiste un elemento non nullo al Di

SOTTO Del quale sulla medesima colonna vi slano solo Zeri oppure in

nessuna Ulteriore entrata.

esempio

. 1 V2 - 14 a PER LO, PRIMO RIGa, Al Di Sotto Di 2 e 14 Ci sono solo Zer

I20 - O e Per lo. Seconda Rica
,
al Di Sotto Di 9 Tut Zer

10 - 45 o O PER LA TERZA RIGA
,

AL DI SOTTO DELL'I TUTT ZERI
00 J O O PER La Quarta Rica

,
non è nulla quindi completa la definizione

·3 22tee
Inoltre una matrice si dice Ridotta Per Colonne se e solo se la sua
TRASPOSTA è RIDOTTO PER RIGHE :

3 12 O T

100 O

3 13
0 4500 -180
Operazionitrasformazioni elementari

1 Rij-> Ri + <Rio XER iPi

(28) R2t R2+ 3 R (1205 853

⑤E R3- Rz ++2R1) 12 -
05 4

0 - 5

2 Ri - X R; LEIR i =O MOLTIPLICARE Uno RIGO, Di A Per un numero non nullo

( E3) 5R (310
3 R

: Rj scambio DI 2 RIGHE

* * REBe233
05 4
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RIPASSO

Ri ->ARj +Ri ,
AEIR

I am Anz Ans an Anz 913

azt Azz azt Azz 923
931 azza

=

-Sa+&31 -Sar+93z-5023+&33

R3 = -SR2+ R3

# <Rj
,

C=0

&
-

53 3R3i
# Ri =>Rj

456 Equivalenti Per RIGA&2 -> 123 AyBwC
789 RERz 789

PROPOSIZIONE
In IRmi" essere equivalente per RigHe è una Relazione di Calivalenza.

112 214 501100 sono equivalenti

Esercizio

n LIL LellLz

>

LellLz LzIlLg LIILz

Ogni matrice è equivalente per Rica a se stessa

ProPOSIZIONE
sia AfIRWin

,
allora A è cavivalente Per RIGHe a una Matrice A'EIRMi Ridotta Per

RIGHE

Teorema

sia AerMin
,
allora A e A" sono Due Matrici Ridotte Per Righe equivalenti per

RIGHE &D A.
QUINDI 1 numeri Di RIGHe DI A 2 A" contenente entrate non nulle

coincidono (tale numero Dipende solo da A) .



DefinizioneDi RONGO
AfIRMin e Sia A' una MATRICE RIDOTTA Per Riche Di A ,

amora Il Numero DI RIGHe

Di Al contenente entrate non nulle Viene Detto Il Rango DI A = Rank(A)= rq(A)

esemplo

13
->

·

13
Rut2RetR2

2 RIGHe non nuletRk(A) =Rk(B) = 2

15 HaRK= 1
·240)m+2 R-R 00

ESERCIZIO

Calcolare IL RK(A)

123R2) - 4R1+R2
456
789B3- -7R+R3

123 non è RIDOTTQ 123 123 er
& -3-G D

O 2
>
02

0 -6 -12 R3 -GRITR 0 8
RIDOTTO

0-6 2 R2 = -113 R2 O

ESERCIZIO
Determinare IL RK(A)
3603 non essendo Ridotta per RIGHe

,
si procede Con TRASf. Elementari

1 ll l
1021

113R 12 01 1201 1 201
1111 R2+ RC-R. 0 -1 10 RytRg-R1 0 +10R3+ - R2+R3
1021 1021 0 -220

1201 MATRICE RIDOTTO. Con RK=2

O + 10
0000

Osservazione IMPORTANTE

RK (A) =min Emin3 Dove AEIRMin ->UTILIZZO Trasf. Elementari

Problema
Stublare IL Ranco Della matrice

c= 1k -12
&& IEk EIR

3 ,P
al variare Di K

Suggerimento : 112R2



1k -l 2 R2t-RetRe 1 K I 2 R2E)R3 1 K - Z
1 1 -1k 3 01-K0k-2 b 0 1-K1-K2k-2
11 -K2kR3+-R+Rz 0 1-K 1 -K2K-2 01-K0k-2

se ke1
,
allORD RK(C) = 3

se K= 1
,
allora

11 -12 RK(c)=2

0000
0 0 0 I

HOMIZIO

RK(A)=Rk(
+A)

sistemi Di equazioni LineaRI

&*2y=3
- 3x+ 6: 7y = -8y= - 817
3x+y =1

1- 2 X
I 3

31 I I

m equazioni con n incognite

amX + 112X2*Puzzt...Annxn = De

921 Y + 022X2 +02343+... +Ment = bz

·met + Amaz+Am33 ... Omn Xn = bm

A = Mer Arz ... Men
Az Azz ... Azu ERMin Coefficienti

m ämz":. änn

X1 be
X = * EIRi B =

D? EIRM.
1

- .

In nx but

Incognita Termini NOTI

Amen. Xnx = Bmxe



Definizione

A/B) = am Anz ... Aum be
921 Azz ... dem b2 completa

äm ämz": änn En

Lemmo

AEIRMin
,
BEIRMIN

e (A/B) equivalente Per RIGHE

a (AIB)
,
allora AX=B e' equivalente a A'X= Bl

Teorema Rouchè-Capelli da sapere a memoria /domando esamel

1 Il Sistema AX=B è Compatibile (Ha almeno 1 Soluzione) sse RK(A(B)=rk(A)

2 se Il Sistema AX:B è compatibile, le sue soluzioni Dipendono Da n-RK(A)
Parametri LIBERI

3 se il sistema è compatibile e to l'Sauzione Fissata
,allora ogni altra

Sanzione e' Della Forma X = Xoty Dove y appartiene all'insieme Delle

soluzioni del Sistema AX= Omxe

esempl

3x + y - z= 0 31 -10

(x+ y - 3z =1 I I -31 ~ lequivalente)
x+ y = -l 1101
-

m
A/B

Ryt - 3R2+Re ; Rz-> - Rz+R3

& -
ee RER> %1s

e
-2 E -3

-2

RK(A) = 3 = RK (A (B) Asistema compatibile

↓. Incognite Rando 3-3:0 MD Parametri Liberi Soluzione Secco

101-12X51 1 T I -> Q 1 - 4 312 Ref-R2+ Re
001 -213

1 0 1 2 R2-4R3tR2 1+2= 12
O A O -76 = (A(B) -D (A'B)
0 01 213 E: =2%3



X -112

% z
I

- 716
Ol - 213

x =
-1(2 - z = 12- (-213)

*= -112 + 213 = 116

X = 116
-+16

- 213

Lezione 18/10/2023

-2x1+ x2 +xz= 0

x1- 2x2+Xz
= 1

X +X2-2xz= -1

- 2 1 10 3 11 - 2
-1 Rz> -R1+RL 1 -2 -1 -113RIE)R

c R3 14
-2 -1

e -2 el 1 -2 11 > O -33 2 -1 - 13
11 -2 -1 - 1 1 0 RECRR O 3 -3 -2 03 -3 - 2

R3+ - 3R2+Rz 1 1 2 - MATRICE RIDOTTO
O I -I -213 con RK(A) = 2
O O O 03x4 RK (A(B) = 2

ROCHE - Capelli :

Il sistema e compatibile
· n - rY(A) = 3-2=1 ni numero di Incognite

(Il Sistema Ha On, soluzioni)
-

Si cerca Di Trovare Id

R1 3-R2+Ry 1 0 -1 -113
01 -1 -213

& O 00

10 -

1x
-113 (A(B) = (A'lB')

01 -1 - -I13
000 X3 O

x -Xz = -113 X1 = - 113+X3
X2

-Xz= - 213 *2
= -213+X3

S = 2(-113 +X3
,

-213+X3
,
X3)/xy f IR3 x è una

LIBERTO

X 3=0 - (113,23.0 Jessee
= E(-113

,

-213
,

0) + x3(1,1,
1) X3fIR3 Si Ci fattorizzato X3

(-113
,

-213
,
0) + (x3

,X3 ,Xz)



se Il sistema Fosse

- [xn +X2+X3 = 0

X -2x2+xz
=0

x1 + X2-2xz=0

auoro, non Bisogna Calcolare perche

5 = EXz(1,1,1) XzER3

Esercizio

(KXT
- +R 1

-12 -1140

-RE10
-114M, 1 1 oe R3 -R2

> 3-3 1 l > 3 -51 IIs 31 -2 t 06 -3 -2

R2+ -3Rn+ R2 1 -112 -114 O 2Rz R2+ 7Rz+Rz
->

1 -12 -140

116R3 0 - 712 7141 8 - 7 712 I 3
& 1 112 113 & 1 -112 -113

1-12 -1/40
000 -113 RK(A)= 2
O I -1/ -113

1 -112 -114
0 1 -112 &13 RK

.

(A(B)=3 ~A sistema incompatibile e non Ha

O o 0 113 SOLUZIONI PERCHÉ RK(A)IRK(AIB)

esempio

IX-Ly+2+ 4t=0 Sistema amogeneo pencité Ha T / Termini Not , hum

EX-

y - 42 +2t = 0 Quando Il Sistema è amogeneo non è necessaro scrivere
-x+ y + 3z - 2t = 0 Gu & In matrice

3x- 3y
+z+ 67= 0

2 -214 R -- 2Rz +R 0090 119m
,

00 10 O 0 1 0

1
-M 1 -1 -42 1 -1 -42 -> 11 -42

= I e Rg+ R2+R3 0 0 -10 - R3 O 0 1 0 0 000

R4 5 -3R2+Rq 0 0 13 O 1/13R4 O 0 1 0 0 0 0 0

RK(A) =2 n-RK /Al= 4-2= 2 PROMETRI LIBERI
RK(A(B)=2

{Eg -42+2t=0



R1EbRz 1 .1 -42
O 01 O
O O O O

o 0 0 O

S = { (y -It
,y ,
0

,
+)/y ,
teR3

2y(1 ,
1

,
0

,
01jt(-2 ,

0
,
0

,1)/y ,tER3

-

TemaD'esame

Trovare
,

se 7
,
una Relazione Tra ha

,
ha

,
ha affinché " sistema

X1
-2x2+X3 + 2xq= Ne

4x1 +3x2+xz
- 3xq= hz

2x+ x2+2x3-Xq = hz
abbia soluzione. Determinare la soluzione quando h=-1

, ha =4
, hz=3

1 - 2 12he -Ry+Rz 1 -2 12 he -R2+ R3 1 -2 12 In
131 -3hz 30 5 0-5 h2-hn & 0 50 -S hz-he
212 -1Hz - 2R1+R3 050

-54z-2hn & 0 0 0 hz-hz-he

RK (A) =2
Secondo R-C AFFICHE Il Sistema Sia Compatibile RK(AIB)= 2

he-ha-hy =0 wenz= hythe

1 - 2 12 -1 115R2 1 -2 12 -1 2R+R 1 0 1 0 1

050 -35 > 0 10t > O 10 -1
0 0 0 O O

(
0 000 : 0000
-

a. 2
= -2

EX + xz =1 x1=1 - X3
x - Xx=1 xc= 1+Xq

S : E(1- x3 ,
1 +X4 ,X3,Xx)/xz ,XqEM3

& X s ( 1
,
1
,
0

,
0)

,
<4 (0 ,
1

,
0

,1)/Xz,Xx -M3

Esercizio

(-x-

2y+ z=0 al VARlaRe
x+3y - z=X DI X

RK(A)=2 = RK(AIB)--2 1 0 Bitrs
, #it& a sanzionee13 -1 d

2R2+Ry 1 012X-R1 , 10I X-z= -ZX

y =X

s = E(z-24
,
4
,
2

,
2)/FISSO

,
zEIR3



Esercizio x casa
Studiare Il seguente sistema di equazioni

x- 2y=1 A ParametroEEx
Teorema per calcolareL'inversa Più Velocemente

(A(B)ND(C/I)
2x2 2x2

esempio

1 Si procede contrasformazioni elementar X avere la id a2 ↑ it e SINISTRO,

- ? ?, CR2+Re 10! 5 --01 -21

13 5 -=
ESERCIZIO

A-1=?

A = (2

&
- !10 RER 10 10 f -IRTR !01 IBR 1pi ZB

A = 13213 I 4. = 1 I
Metodo Tradizionale < COMPROVARE

A =11303 = 01
- 2 -113213

dett: 0+3=3

Per Dimostrare che Un Prodotto è invertibile
,

Basta determinare il det (A-B)

Inverso
. 3x3 Metodo Più Breve

111 fll

!
100

2 1 O ~PINOO RARe300 &
0 -3 -3 -301



R2+Re - R2
-210 & O O

-BR+ Gi M3R3 1 il ni
-2Rg+ R2 10 -1 l R3+Re O 113

% e !
- 10 10 iO> 00 1 -213 > O I · 01-213
I -1 113 08 11 -1 113

1 ll O 0 113 I 00
13210 O 1 -2 I 010

300 1 -1 113 00l

VETTOR
S3 è Lo Spazio enclideo.Nel Punto A Passano Infinite Rette.Se si Ha AB

,
allora

C'è solo una Retta. Il segmento è Dotato Di Misura
,
ha un verso e una Direzione

Bo B Y
-PUNTO segmento: - T

Finale · MISURA
· VERSO I Due segmenti Hanno

A
· Segmente Apunto

·Direzione
In comune misura,&

verso e Direzione.
Iniziale

& Nello Spazio EuclideoXo Z Sono pue cose Diverse
,

nonostante lecaratteristiche
In comune.

Scelto, Di un Unico punto->Vettori applicati/PUNTO PRIVILEGIATO

P

refore
I Questo e un vettore lAPPLICITO In NOV

- MISURA

⑳
- Direzione completamente

e se
V3(0)= {0P PESz,0 FISSO3

O
- Verso 3

S3 LUNGHEZZA , DIREZIONE
,
VERSO

= o of=

Lezione 23/10/2023

VETTORI APPLICATI (IN O)
La LUNGHEZZO. Di un vettore = si Denotero (ül =/ ma modulo del veitore

Quelli Che Hanno misura 1 si Chiamano VERSORI

osservazione: ITILO KÜfV(0)
E

Inparticolare /V = 0 E)=

Definizione

siano of,o Vs (d) Il vettore o è parallelo al vettore Jà se i punil 0
,
P

,
RESs

Glacciono su una stesse Retto,

cople



ComplanaRITa
·
B (Tutti nelle

siano o, o, EVg(d) si daranno complanari se lo sono 0
.
P

,9,
,
R

T

> R STESSO

Pland)
..

a
Sistema Di Coordinate neuo Spazio Sy
~Cartesiano Ortogonale"

15 *È versore applicato in o
*Origine DI S3 Perpendicolare al Plano

· 3
0+,5,

E *i, 2 VERSORI APPLICATI In O
0 T

Che Contiene S10. i Chej
FRO CORO PERPEUDICOLORI e Tale che la Terna (i.j, )

sla orientato seguendo lo

R3 = {"(x ,y ,
z) /x

,y ,
zEM3 -NZ Regola, Deno mano Destro----

---· ·
P

-Osservazione E

C'è una Blezione Tra le Terne
io

Ogni vettore of Rimane Individuato Da
&

ordinate Di IR3 e I Punti Dello V (x p,yp ,Ep). Spesso lo Si Identifica con La

SPAZIO S3 X matrice Colonna Xp

Up
&(x

, Y,
2) = P(Xp, Yp, Ep) Vg(0) Zp

Osservazione importante

non confondere I con op = Xp

Yp
Z p

OPERAZIONI TRO, VETTORI APPLICATI In Un PUNTO
Legge del ParalleloGramma

=> " x +
O tü -

4 +

Sistema Di Riferimento /NON DIPENDE Dalla Scelta)
i= Xp = XQ i + 0 = xp+Xa

Yp Ya Yp +Ya
Zp zQ Zp+ Za

MOLTIPLICAZIONE DER SCALARE

E Al = A Xp def *Xp

-Yp Ayp

ikop
30

L Zp Azp L -

LA MOLTIPLICAZIONE PER SCALARE NON DIPENDE

DALLA SCELTA DEL SISTEMA DI RIFERIMENTO

PROPOSIZIONE
IN V3(0)
1) + 0 = +
2)i +(+ ) =(+)+W
3) Ö + ü=

·

<P

4) füe V3(0)
,
7-e V3(0) Tale che +(-ül=Ö ④

Q L -op = = -E



5) A(Ü+) =A +A

6)(1+4). =A +M -
,MER

7)A(M) = (AM) . =
8) 1.=

OSSERVAZIONE

V3LO) MUNITO DI QUELLE 2 OPERAZIONI COSTIMISCONO STRUTTURA DI L SPAZI VETTORIALI

OSSERVAZIONE

Siano A (Xa,Ya ,
za) e B(XB

, BitB) .
N

PITAGORA (ABI= d/A,
B)=

(xB
- xq)2 + (YB-Ya)f(zB-Zal

YB
Ama se

e

o 0 (0
,
0

.
0

I
A(a

,
b

,
c) *A

*B

d (0
,
P)=/C

-> a

D

C

TEOREMA

SIA DATO UN SISTEMA DI RIFERIMENTO CARTESIANO ORTOGONALE Of,E
Allora VEVg(0) Esistono UNICI Vx

, Vy,Vzeir Tale che

-=Vi+Vy +V
viz NON E' POSSIBILE CONFONDERE O CON P

i= % T
· (vx,Vy ,

Vz)

F- iyF=
Ox

Xp

E= Y

OSSERVAZIONE
SE

=Ux+Vy +Ve

i= Wx +Wy+WzÜ

RISULTA CHE
+c = (vx+Wx)i + (Vy +Wy) + (v

+
+Wz)

- = (avx)π+ (tvy) + (avz)

E
*

QUANDO SI HANNO TRE PUNTI
,
E' SICURO CHE SI TRATTA

&

u

< B . · B
DELLO STESSO PIANO

-



A ->

E -OA A XA

-B
->

+
->

YA
B

&
B Agett-O =B

OB - OA

" - ZA

↳.....
· Il·

·.

c
-B 0(B-A)

Q
~B-A" -->

VB-A

PROPOSIZIONE

We V3(Ö) UfÖ ALORA N SSE 7XfIR T.
C.
E = x.

PROPOSIZIONE

i,, V3(0) X allora , SONO COMPLANARI SSE JX
,BERR T.C.

=atBü

ESERCITAZIONE
SIANO I VETTORI APPLICATI IN O
i=2π+ 35- 5E
i = - 1

->-

+ 2k

1) i+
2)3 -Ze
3) lül
4) I-ül

1) +w = (-1+3 +(5+24) = T+3 - 34

2) 3-zi = 85+9 -194

(Gi+95 -155) - (-25+4) =6 +95 -15 +25 -4 = g +9 -194

3) I = V2+ 32+ 54) = 4+9+25 = 38

4) (- l = 9+ 9 + 49 = 567

3 + 35 -74

ESERCIZIO
DETERMINARE UN VERSORE ASSOCIATO A DOVE I =T+T E

&~
⑳ S

OSSERVAZIONE

VV- V3(0) , Escus

1 , = 1 (11) = Ez1 ,
1M)



(EiEs) ++

15+ 15+1

3 + 3+t = 1

ESERCIZIO

PROVARE CHE
- =T

,

i =T+j , =T-È SONO COMPLANARI

= X
, BERR T.C. i =2. +B

I

I
-I I-8 +B ↓+B
O d = 2

ESERCIZIO

SIANOÜ = di+25 + bF
-i= (1-b)y +b+2k

i = bi+b +LE
TROVARE I VALORI DI A E D PER LUI T E L HANNO LA STESSA DIREZIONE (PARALLELISMO)

i +F = a+1-b
-

= b FAER : +=AW

2+b
I b a+1-b= Ab

b+2 2 2+b= Ib

* b+2=21
Ab=21 b = 2

SI SOSTITUISCE IN A
*=IA = A=2

SI SOSTITUISCE NELLA PRIMA OPERAZIONE
a+1-2=4 = a= 5

PRODOTTO SCALARE
SISTEMA DI RIFERIMENTO OT

,J,
E IN S3 E SIANO -Vg(0)

-> -

V =VXT+ VyJ+UzK
-

i= wx +wy+WzK

SI DEFINISCE IL PRODOTTO SCALARE
E,> = VxWx+Vyly+VzWz +)(t) = (Uxivy , vz)(tot
ESEMPIO
- =25-3 +44
i= 35 -F +G
- = 6+ 3+24= 33



&SSERVAZIONE
kü> = /El
i =VT+Vy+VzE
xUx+ Vy .Vy+ Vz . Vz = v + Vi +V
<, > =1)

<i
,
T = <j,j =< ,

l)

2(f)(j) = 1 = -(n)/2)
-T

,
> = 0

<T
,

+
> =0

ij = 0

(8)/%) = 0

, = /üllül . coso

>
O

- o~
il = 0 FIL

LEZIONE 25/10/2023

i =[ - 3 + F
-

5Ki= - 1

TV
,W

= 2. 1- 3. 0 +4 - 5 = -22

E= vxπ+ Vy5+ vzEI
-

+

-

->

i =wx++Wy+wz

s = Ux.Wx+ Vy
.Wy + Vz . We

2: Vz(0)xVg(0)-> IR
(

,
)->zw

↑<Es =UR +VIVE -D Ti
süüs

&

(OE
+O



PROPRIETA' DEL PRODOTTO SCALARE

PROPOSIZIONE :

1) < E il= > COMMUTATIVA/ I

2)+ = - + lü>Tu
I

OPPURETÜ+
I
> = <, +T>

->

3)1
,
s = LAU

,
> =<

,
N

TEOREMA : COEFFICIENT, DI FOURIER

i =V+ Vy +Ve *

È SI SCRIVE COME COMBINAZIONE LINEARE IN MODO UNICO COME

DOVE : V=ÜT; Vy
=<,j; Vz= ,E)

OSSIA : =x
,
T+

,
j)J + E

,
ESE

N
ANGOLO TRA I

in

-
VETTORI E N

·

O

⑦:
,
i

TEOREMA i
, = lülllcosv,
e

cost=<, FO Cose=0
,43

O arccos 94B= 0

RUAZIONE

M e
->

ei= /Elll. Cos
u

7
>
SI OTTENE IL TEOREMA SOTTOSTANTE .

·

TEOREMA

i = 0 E)l

CAUCHY-SCHWARZ

kü, /EllW

PROLEZIONE ORTUGONALE
Q -. -op-= 0

IH OF =Wil CHI E' OTT ?
------↑ def DOHP RETTANGOLO IN H

wil
i

&

O Cp

COSE : CATETO ADIACENTE/IPOTENUSA = OF/P :IWil /Il

~i IlCOSqVERSORE(ü) COSO : (il/l) vers() : //ül



--
>Il COSOvers() = Il/lCOSOVERS() / =ev)/() · Il=.

=E, /S. SI PUO' CALCOLARE La POSIZIONE

ESERCIZIO
DETERMINARE LA PROLEZIONE ORTOGONALE IN,, DI N LUNGO LA DIREZIONE DI E ESSENDO
i =T+J-E E E =T -2 +3

- n)/ (t)
. (i+5 5) =

11 +1 . 2+ 1 .3
.
T, 4 = (T+j -E)

1 +1+1

-() - (n) i TQ -w =N
H ↑- VETTORI EQUIVALENTI
-(

② ·
O

D P

E↳
f

x2 EESERCIZIO
-I4

TROVARE L'ANGOLO TRA I VETTORI {T,TEG]
I -T6 12+0To2 =1

- = J12 +12+0

RISPOSTA :COS8= <TjT+j
lilli+5)

~
ESERCIZIO

TROVARE L'ANGOLO ET+E,T+K3

coso =

<Vo= = E OT

ESERCIZIO

CALCOLARE /T+YR
+ = <ütü, + Lüt

,Es =2,+e,+C, +1
,
S=RISPOSTA IT+YR2 = CU

1k + 2 = ü, + 1ül

PROVARE CHE 1-1 = lüP-2 ==
,
>+ 1ül

IL PRODOTTO SCALARE TRA I LETTORI E' UN NUMERO EM io
D

COSE =O t

COSOO OTTUSO

L
-

COSOSO ACUTO



PRODOTTO VETTORIALE
FISSATO SISTEMA DI RIFERIMENTO Oj

,j,E IN S3
SIANO Ü, EVz(0)

-

i =vxT+ Vyj + UzK
i= wxπ +Wy+Wzk

DEFINIZIONE
Ext = (vy ·Wz

- VzWy)i- CUxWE -VEWx) + (vxWy -VyWx)
ARTIFICIO (UX VYE
ESEMPIO

i = 25 -F+
->

i =T +j -5K

x :T
2 I 1
11 -E

-- - 5 -1. = 45
2-5-11 = -H
2.1 +1-1= BE

x El-I+
↑
1 0 0 = 05-05toN
100

Es : TxT= =Ex = xj= Ö

ixj = Tjk =
100

0 10

Tx = TL =-F
100

001

=
1i jxk
->

-T +K j = - 1

PROPOSIZIONE
IN V3(0)
-1)üx = - w

2)(+/x i = Üx+ Ex i
3)üx(ü+)=x+Tx
4)x(x) =Ax =X



CONTROESEMPIO

(ixi(xj +Tx(ixj)
x

OSSERVAZIONE

x=

TEOREMA
IN 53 SrOT

,j, ÜXV3(0),Ex E' IL VETTORE CARATTERIZZATO DA :

1) LA SUA DIREZIONE EL AL PIANO CONTENUTO NE /XL 1 XL
2) IL SUO VERSO E' TALE CHE LA TERNA ORDINATA (,L, XTS SIA ORIENTATA SECONDO
LA REGOLA DELLA MANO DESTRA

Tü
Nür
d

3) LA LUNGHEZZA /Üxl= lüllül . sinG

APPLICAZIONI
B ·

IN S3 B-A EB
A

> C
C-A AC

·

T7-

...
B-A

· ...... c-1
[ ~

B
C
1........

in ..... AREA # = basex altezza

& C
=Il . h

A i B SINO : CATETO OPPOSTO = A
->

IPOTENUSA AC

h =A . sing = Ilsing

L'AREA DEL PARALLELOGRAMMA Il/lSING E /Ul E
--....

lüxül = /üllülsing
0· .....

G ------

EN
·

O i P

IL MODULO DEL PRODOTTO VELTORIALE RAPPRESENTA L'AREA DEL PARALLELOGRAMMA CHE HA

COME LATI I VETTORI MEDESIMI



ESEMPIO
NELO SPAZIO SIANO DATI A (0

,
1

,
0)

,
B(1

,
2

,
1) E C(0

,
2

,
-1). DETERMINARE L'AREA del A DI

VERTIC A
,
B

,
C

.

C
--... -

ADABC : 112 /Bl . /al

↑ ...A E i = AB = B - A= (1
,
1

,
1) = 0(B-A)

- E = A = C -A = (0
,
1

,
-1)

ix =T
111

01 -1

=

- 2i+F+

lxül+1 = 56

AREA = 112 . TG

LEZIONE 30/10/2023

PRODOTTO VEITORIALE

1) Tuxi is= x,
2) ju, , xl
3) lüxül = lüllül sing
-

= T E = VyWE-VZWEUXW

Ux Vy Vz-UxWz+VzWx
Wx Wy Wz VxWy- VyWx

-

-...To I
--
-
~ *~- -

- --Er --
A

,
B

,
C E S3 NON ALLINEATI

area del triangolo ABC

·

·
B

.

B-A=AB 1)2 B- A XC-A
A C-A=Al

ESERCIZIO
SIANO I PUNTI DI S3
A(1

,
0

,
0)B(0

,
1

,
0)((0

,
0

,
1)

MPROVARE CHE I PUNT NON SONO ALLINEATI
-TROVARE L'AREA DEL TRIANGOLO ABC



·SI FISSA UN QUALSIASI PUNTO (A)
B-A= j
c -A:

--= - +j
=
- 1

1

O

= -I
-

+ K

&(
I - I
-

- = 1 -)mp() =(
=AER Tale che - =AG 7=1

,
1:0

,
A=0

siti5 -
lüxl = 2 = U3 AREA DEL PARALLELOGRAMMA

1/2U3 AREA DEL TRIANGOLO

i = (v)
=

(i
illi 7A : Wx=AUx

Wy=AVy
Wz =AVz

ix = T F
Vx Vy Vz

AUx AVy AVz

Exc =SSE Üb

PROBLEMA

- ........
TROVARE IL VETTORE

· TO....
--

T
i = sutw



PRODOTTO MISTO
IN 33 0j ,j it
i= ux+Hy +uz
i=/

--
+Vyj +Vzkt
i=wxT+Wy+Wzk

SI DEFINISCE IL PRODOTTO MISTO Ü
,
ÜXL I x UY e

- -

rxw = i = E Vy Ve i - A Ve I + VAVYUx Vy Uz Wy Wz IX WE

Wx Wy Wz

-

<U
,
vx) = UxVyVE-UyVXVE Ut O+Uz

ESERCIZIO
SIANO I VETTORI
i = 4) i= (1) i=
CALCOLARETÜ

,
ÜXL

1 -12
01 -3 = 1 . 4 +1. 3 +2 . (1) = 5
111

4z
<B I PUNTI O

,
A

,
B

,
C SONO COMPLANARI

O

0 4 A
·

< ............... --.. --

in

iro ii (
.......... is O

..... - -

E ..
L

PROPOSIZIONE

TÜ,X RAPPRESENTA IL VOLIME CHE GENERANO I VETTORI APPLICATI (IN 0) T ,Ü,

ESTENSIONE NATURALE DEL SIGNIFICATO DEL MODULO DEL P. VETTORIALE

L
·

0
I
> no
i
· ↑
i -



OSSERVAZIONE

IN Se PROPOSIZIONE : I PUNTI A
,
B

,
C

,D SARANNO

... COMPLANARI SSE

....E i 3:B zü
,
s = 0

-(. C
laB

,
Axad/ = 0

U

C-A
B-A
D-A

RETTE E PIANI NEUO SPAZIO

53 OT,5E ⑳ .
P(x

,y,
z)

TI PIANO PI GRECO

A
N

8 (xo,Yo,
to)

.

&

i =(
Po (Xo

,yo ,
Zo)

< PTP
,
E = 0

= a) , /5 O

a(x-x0) +b(y -yo) + 2(z - 20) =0

&x+by +Cz-(axotbyo + (z0) = 0

d = - (ax+by +CZd

ax+by+cz + d=0π

EQUAZIONE NEL PIANO IT CONTENENTE PO E ORTOGONALE AL LETTORE N

ESEMPIO
DETERMINARE L'EQUAZIONE DEL PIANO TI CHE CONTIENE IL PUNTO A) -1

,
2

,
3) ORTOGONALE

AL VETTORE

i =(2)
x+ 2y-3z +d = 0

PER SCOPMRE I
,
SI IMPONE IL PASSAGGIO PER A

-1 +2(2) - 3.3 +d= 0
-1+4 - 9+d= 0

- 6+ d= 0 d=G



π : x+ 2y -32+ 6 = 0

EQUAZIONE DEL PIANO CHE CONTIENE TRE PUNTI NON ALLINEAN

A
=
Bi
-

O U I(X
,y ,z)

~
.

* (Xo
, yo ,

20)
,
B (Xx ,Y ,

Z )
,

2 (X2
,yz ,Zz)

zü,x = 0

X-X Y -YoZ-Zo
X-to Y1-Yo ZiZo = 0

X2- No Y2-Yo Z-Zo

ESEMPIO

TROVARE L'EQUAZIONE DEL PIANO T CHE PASSA PER I PUNTI A(1,
1

,1) ;B(1, 0
,
-2) ; (10,

-2
,

-3)

P(x
,y,
2) TC ( P-A

,
B-A X C- A) = 0

x-14 -17-1
0 - -3 = O
-1 -32

(x -)(-11) - (y -1) (3)+ (z-1)(-1)=0
-Mx+11 +3y -3-z+1= 0
-1x+3y - z+ q

11X -

3y+2- 9 = 0 T Verificato A

11-0+-2-9 = 0 VERIFICATO B

6+3-9:0 Verificato C

i = 1
N +π = a
OSSERVAZIONE

: ax+by +cETd = 0 +N2 ALORA THITL

M : a'x+by + C'z+ d' =0

-N, = 0



OSSERVAZIONE

SI SUPPONE CHE METT' (ALTRIMENT BANALE)

I : ax+by +cETd = 0

H : a'x+by + C'z+ d' =0

//π <N /2 E) #2= xN

DEFINIZIONE

L'INTERSEZIONE DI DUE PIANI TH ITZ È UNA RETTA PURCHÉ II NON SIA PARALLELO A TL
UNA RETTA È QUINDI DEFINITA COME UN SISTEMA DI DUE EQUAZIONI A TRE INCOGNITE

L: TRπ2 T* M2

L: T = 04Ty= 0

EQUAZIONI PARAMETRICHE DELLA RETTA

Polt
,

0,50 op

i
= m)

P=P = ti

PP =t tEIR (SCLARE)
x-X0

y-Yo -Em
Z-Zo tr

ESERCIZIO
EQUAZIONI PARAMETRICHE DELLA RETTA PASSANTE PER AL-3

,
5

,7) E NELLA DIREZIONE DI

i = -

3*=- titE TEM

ESEMPIO
DETERMINARE EQ . PARAMETICHE DELLA RETTA PASSANTE PER I PUNTI A (2,-2,2) E B(1 ,

0
,
- 4)

x=2- t

y=2+2t TER
z=2 -6t3
direzione della retta : B-A (



Lezione 6/11/2023

esercizio
Trovare equazion Parametriche della retta passante Per Il Punto Al-5

.
5

,
7) e nella

Direzione di -=

X= - 3+ (-1).t

y = 5+3 Stert

z= 7 +(-5).t

ESERCIZIO

Determinare Callazioni Rarametriche della petta Rassante Per I PUUt

A (2.

-2
,
21 e B(1,0,

-4)

x=2 -1t

y= -2 +2t tGR
z =2-6t3
-

per Trovare la Direzione di B-A b)
esercizio
retta passante per l'origine 0 (0

,
0

,
0) nella Direzione del vettore = (1

,
1

,
1)

SE TER

ESERCIZIO

Determinare l'equazione due reita passante per P(3,5 ,
2) e a (1 ,

0
,

-3)

x=1-2t[y =0.37 la Direzione si Trova Facendo (1-3 ,
0 -5

,
-3-(-2)

z= -3 - t

{{5Y0 (1 .X -1.y + 0 . 7 +oo
1 . x+ 0 - Y -1. 2 + 0 : 0

Reito esprimibile anche come Intersezione D. 2 Plaul

esercizio

&-Zo Sono Parall.e

- = 1
,
2

,
1) non sono Il Perciò si intersecano inco una retto

N = (1
,1 ,0)

~ TIT2 NEW= / 12 -11 : /2) [xTryO <X g (6
,
3

,
0) ri[Gst



TemaD'esame
si considero I Plan Th=Axty-2z =0 e Miytz+2b=0 e Tz:2x+y+2z=1.Trovare i valori di

a eb per ci la Retta Tett2è Parallela al Plano Tz .

Nπ= 1) Ni=( ) man samo paramell perche 1( (

NXNiz=Yuk = =3) = 3T- af +a

or l

Nis = 4) ~D = e) , (2) =

0Getze
=

0Geta
:

0,oe
i

↓e Libero (Bisogna Scriverid

Posizione Tre Plano e Retto.

...
-

↓ Glace sul Plano

T

-

2 Pootv uni = EPo}
I T

i

3 πn= 303

T

--...

v

PosizioneRelativa Tra 2 Rette nello Spazio

..
Un

refra

& --- V2 C'e' sempre un Plano
1 Vinta Fo dol sono Incidenti In Po che le contiene

.ve - ...Po

② rivrz I C'è sempre un Plano che le contiene
.

T

Definizione

↓ e r'si Definiscono Rette Schembe se e solo se holl esiste alcun Plano Che

Le contiene (né Parallele né Incidenti)

-- V

-

...
VI



ESERCIZIO
Siamo

x=1 e ri : verificare se sono Schembe

ri &xyTz

i : (i) Direzione di n

Direzione di L'iNXNi 1 14 = E ~ A r' non solo
PROPORZIONALI

V : X= -2+tE
x+y+3-1 = 0

,
x+y = 2 Se y=0 + X = 2 X( 2 ,

0
,
3)

Wr' -D 1= -2+t

Sett = -t
: Si in -2x -3 Unr'ED

-t=3

ESERCIZIO

verificare che le seguent Rette Solo Schembe

(x-y,
z)= (2+t

,

-1-t
,
4+3t)

(x,y ,
z) = (3+t

,
2+t

,
1+t)

V: x =2+t X=3+t

{SERIE
8 :

Si
i = 2) Direzione dir : (2) direziona dis (1) f t (2) nonse

te

res 2+t =3+t

E {t
= -2

-1-t=2+t i
2+t= 3-2 t= -1 Uns = 0 non sono Incidenti

4+3t = 1+t 1F -1

↓
si samma 10 1 la con la 2- Ca

.
1= 5+2t't = -2

ESERCIZIO
Trolane l'equazione del Piano che Contiene A (1,2,

1) e la Retta

A -

V : X=1+2t W

(y = 3+ t

gr

&

↓

-

C-1 . 2,
0

z= 0
P(x,y,z)

..
B(1.3,0)

<P
,
ABxAG =0 ma 2 P- A

,
B-AxC-A=0 &2 E = O



(x-1)-1) - (y-2) ( 2) + (z-1) .2 = 0

-x+2y +2z- 5= 0
, X-2y

-27+3= 0 equazione del Piano it

+= (i) mate passa per L'origine Perché dF0
,
5 to

DiStanze

· P= (X1
, Yn ,
En) Q = (X2

,yz ,
zz) Distanza

The 2 PHUT
d(P

,
Q):M+ (42-41)

2+ (z2-Zn)2

· P(X0
,Y0 ,
20) T: ax+by +cz+d=0



Lezione 8/11/2023

ESERCIZIO

1.
P(1,1,

2) Q-P = i2
. (2 , 3 ,

4)

9)Trovare lanetta che Determina p e a

b) Stabilire se R(-1
,
2

,
-2) appartiene ana retta 1=P

c) Determinane L'ea. Del Plano Che Contiene I Punti P, &CD S(0
,
1,1)

d) Determinane L'area Del A PAS

e)Determinare la Distanza d(P,
&D

f) Dire se L'origine appartiene al Piano Determinato Dal Punt Pas

4) DeterminareIl Volumedel Parallelepipedo Generato dal Vettori %
,
a

,
o

a) X=1+2t

y = -1+4t & e) d(P
,
Q)

z= 2+2t

tEIR +42+22 =VIl

f) 5=0 NO
-

b)f)=ti- - .....
- ......

-2=2+2 t REC al
↑
Q ↑

-
Pot

-..........
c) x1y+12 =0

S(0
,1,
1) ~

S
1
-12 -1 1 -12

234 =1 . (n) +1(2)+2(2) = 5
(x-1)(- 8) - (y +1)(1) + (z-2)(6) =0 0 Al

-8x+3 -

y -1 + 62-12=0 ·p
,
-

-8x-y + 6z- 5 = 0

8x+y-62+ 5=0

->

ENi =
-
- G

d 7
. Q

pot Y
S

112 PxP

11 -

1 x
↑ =E E
-II 1 2 - -I

142 -G

112/ 361 = 1/2/Ton



ESERCIZIO

aDeterminare PlanoPassante per I Punt A(1,
0

,
0) ,
B(0,1 ,

0)
,
Co,e

Cl Determinare le Distanza dell'origine al Piano appena Trovato.

9)Determinare il volume pel tetaedro che Forma dà
,
o

,
ol

a) SI FISSO, A Cd(0 ,
π) = (axo+by +Czo+d

X-1 y -0z=0 Ta+ b2+22
-1 1 O = O
-l O 1 H = Us
(x-1)(1) -

(y-0)(-1)+ (z-0(1)=0

x-1+y + z = 0 d

↓
100

x+y + z= 0 co
polia

18 10
N+ I

②

l
↓
fle

,d

- . 1 = 16
b) 1/2/ABx) =112 /3

i
ESERCIZIO

Determinare L'equazione del Plano che contiene la Netta x=1 e passante
Per L'ORIGlue

. At
e
(1,

0,
A

xyz
10 -1 = 0

·C,
1 ,

dB
110

·
x .1 -

y 1+z.1= 0

x- y+z=0

Sia d Il Plano perpendicolare a e Passante Per l'Origine

ax+by + cz+d=G d(,e) f Q(1 ,112,

-1(2)
0x +1y +12= 0 Q 7 d(0,f) =d(0

,
a)

ef
y+z=0

. 22+ 2)=
1+t+t=

4E 2t=f d(0
,
2) = IP-0xül

z= t t= -1/2 lül

y+z=0



ESERCIZIO

siano cenette r: [xty-z =1 5: {x-4 =0
2x-y+z=D z=3

Vedere se le rette sono complanar) o Meno
.

d(r,S) =?

= vettore ortogonale a in
i=
i vertone detogonale a Tz
i= e

TE E 0
7

11 -1
I

-3
7

2 -1

3x=1DirezioneReta ri(2)E y =1-113= 23
X=113

r : [B3+t

si

{t
Direzione di n: =(
Direzione dis : ds = (2)
VIS ?

(i) = A(6) = (=) my non paraere

f = t

t=3

d VAS CHEMBE (NON S PIANO che Le Contelel

E +t =t



d(v
,
s) : Inf Ed(P,

a) /Per, QES3

Po
ro

Po-Qo d no d ro

· clit

" Po-Ro dS PoRod S

(1BI
2(113-t',213+t-t ,

t-3)
,
(0, 1,1)) : 0

② ide
< (113-t,213+t-t

,
t-3)

,
(1

,
1

,
0) = 0

213+t -t +t -3= 0

113 -t
,
213+t-t = 0

· 2t-t = 3-213

2t-t= 713
· t-2t = -1

42t-t = 713 [Rt+2t = -1413 -t= 713 += 1719
t-2t' = -1 t-2t = -I

t = - 713+ 3419 = 34 = 139

P (113 ,
213+1719

,
179)

90(1319
,
1319

,
3)

d(r ,
s) = d(Po

,
&d

19-1/3)2+ (1319 -213-1919)2 +(3-1719)2

A

i

ix
V

sp,x
ip lüxrül

End" a
ESERCIZIO

·
P2

-Pop
,
PxPP, = 0

· p

P
·

Pr
P(X

, D,
2) Po(XaYo ,

to) Pr(X1, Yn ,
21) P2(X2,y2 ,

Ez)

X- x Y-Yoz
-Zo

X-Xo Y1-Yo &1
- Zo = O

X2-X0 Y2-Y Zz-Zo
X-X0 X1-to X2-to

det(PA)= detA y-Yo Y1-Y0 Y2-Do
= 0

z-z0 In to Z2-to



X-X0 X1-Xo X2-Xo

Y-yo = S Y1-Yo + t Y2-Yo
z-Zo Z1-Zo 22-Zo

-d
i i u

i,
,
in complanan se =sutt

Ossia

X- xo= S(x1-X0)+t(Xz-Xo) S,
tEIR

y- yo=S(yn- y0)+t(y2-yo)
z- 20= S(z1-20) + t(zz- Zd)

x= xo +S(X1-X0)+t(Xz- Xd) S
,tEIR4y = Yo + S(y1 - Y0) + t(y2- yo) equazioni parametriche

z= 20+S(z1 - zo)+t(zz-Ed

= X1
- Xo = Xz- to

D1-yo Yz-Y0
Z1-Zo 22- Zo

↑X e i sono paramel al Piano

-Pe

Po!
~

e
Y=+F+SW

Equazioni parametriche piano contenente A(1
,
0

,
0 B(0

,
1

,
d) C(0 ,0 ,

1)
si Fissa A

i = --E=-
" l

x=1 -

5
- t x=1-S-t x=1 -

y-z = x+y+z-1 =0

y= 0 + y : S
z = 0 +t z=t

Lezione 101M/2023

es. I

verificare che Til/T2 . Scrivere Le equazion paramettuche di una retta Voda T e passante

Per IL PUNTO A
.

π1 : 3x -y+z= 0

π2 : - 6x +2y-2z= 7

A(3,
-2

,5)
Indire Determinare a(1

,T



ax+by+ Cz+ d= 0 TUT I PIANI NELLO SPAZIO HANNO QUESTA FQUAZIONE

N =ai+b +C = a
* π

i= B = e1

7 += -2 + Ec=- V

1 d-d") d=0
,
d' = - 7

92+b+22

π2 : 3x-y- z= -712

Ty : 3x-

y- z+712=0

d=

↑A
Tr

i Tz

d=

=E=
No : X= 3 x=3+3t

E&= Ey=--t

z: 5+t

TER

ESERCIZIO 2

Siamo

i =T -25 -E
E = -T+3 +E
a) Determinare un vettore d &D Entramb

b) Determinare se l' A Formato Tra i e i l'acuto,attuso o retto

↑ JE 1
- Ixw 1 -I -1 & "T-31 1

-T+k I I

1 -I
E -2 & 3 >

-1 A

coso : Ü
Köll



1 .1 + -2.3+ 1.1
-1 -6-1 = - 820

N
=O Retto

i ②
>O AUTO

20 OTTUSO
·

t -

ESERCIZIO 3

(.xt e z
πz: Cy+ 67= K K parametro Reale

Risolvere il sistema di Equazioni

1 2 0 1 un matrice completo
-1132
066 K

↓
STUDIORE I RONGHI

1201 101 RK /A)=2
033 3 N 033 RK /AIB) =2

& 66 K 000K 6

IL Sistema è Compatibile Se K=6. Se KF6 Il sistema non è compatibile

3bis) RisolvereIL Sistema con k= 6

E d
-

3-2
=-

·1) ~(ee (
X-22= 1 x= -1+2z

y+ z= 1 y= 1-z

3tris) interpretare Geometricamente le sanzion con zit

X= 1+Ct

y= 1-t 3 TEIR
z= t



L'insieme pelle soluzioni coll 4=6 Rappresenta ' Punti Di Una recta l Che
passe per Po (-1,1,

03 e Che HO. Per Direzione = In
I

1-2
-

-1& Z =Ey+z =1

&Ez

s = 2 -1+2z
,
1-z

,
z)/zEIR3

ESERCIZIO 4

VERIFICARE Che Le Reite

nx -y+ z =

0es/X=3 tEy+3z=0 z =1 +t

Sono SGHEMBE

1) uns=0
-

2)d
,
Xàs

z=t
x-y+t = 0 Ex=y-t

y = - 3t X = -3t-t= -4t

X= -4t

BEt
e

als : I
àe ds non sono paravele, allora voNG

-4t = 3+t
- 3t = 2+t

t = 1 + t

-4(1+t) = 3+t
- -4t= 3+t - -5t= 7 t=-75

t = 1 -75 = -215
in (2)
-3. ( -215) =2-715 ? 615 = 315 Falso



E' STATO VERIFICATO Che UNS = 0 e Che Le Rette Seno SGHemBe

3) d Tra res

d(r
,
s)= /Po

,
dux/

1Trxosl

- Poão, =0

i Po(R)

-

I

· -Podo, = 0

eRS ar = 0
-> -

·Q0(S) < R
, da

= 0S

2) 4t
,-3t, t) ,

(3+t
,
2+t

,
1+t>

E
- 4t
- 3t - E ; > =0

t 1+t

Lezione 13/11/2023

↑X-2y +32= 3 Le Tre equazioni Possono essere viste come tre PianEbx+y = 0 La Prima cavazione non passa per o
,
Il secondo si e il Terzo

ax - 2y +bz=-2 UO.

BER -Per Quale D Il Sistema He Sanzioni ! (COMPATIBILITO')
-come sono le sanzioni?Cosa rappresentano?

4 -233 4 -233 b:34 -233
b 10 O -R+ R 3 b 100 310 O

4 -2 b -2 00 b3 -E 000-5
-
-
RK(A):? RK(AIB):?

RK(A)=2 RK(AIB) =3 Sistema InCOMPATIBILE

4 -23

b 10 = (b-3)bY = (b-3)(x+2b) = 0

O 0 b-3

AfRin
rK(A) = U C detAFO

rk(A) e 4 detA = 0

b=-2 4 -

2330 0033 0 0 1 1 0 0 1 1 RK(A) = 2
-2 10 s -2 L O O ~ 100

-
-2 10 O RK(A(B)=2

4 -2 -5-5 00 -5 -5 00 -5 -3 O 00 O CompetiBlie

-sanzioni,ovvero una Retta



è la retta Passante Per Al0,
0

,
1) e&E ty = 0 +=+ (yt tei nella Direzione :

Quando b3 e bF-2
,
detAtO Ne VK(A) = 3 = rK(AIB)=3

-3-3 : Do Compatibile Con Soluzione Unica

b=04 -233 4 -20 -2 ↓ 00

E X=/2

0 10 O ~ O 10 O -

00
-3 -5 O 0 1 513 · f 02 Pein

P(-1/2
.
0

,
513)

Regole e LEGGI

Regolo, DI Cramer

AX= B con AER","
,
allora AX= B Ha sanzione Unica Purché A sia Invertibile.

Le sanzioni sono Xe = detD1
, ..., Xy= detDu

dett detA

Devo I Di sollo le matrici ottenute sostituendo la Colonna C-esima Di A con la

Colonna del Termini noti (co con B)

x= 4 -23 = 1/-12)=- 2 x= -1/2 ;y=0 ; = -513(& 10
& -20

3 -2 3
0 10 = G

-2 -20

y = 433 p -23
& & =

0 0 = 0 0 1O

4
-20 4 -2 -2

PROPOSIZIONE
Siamo la Retta

V : ax+by+Cz=d(ax+by+c'z=d

e4 IL PlanO

d: a"x+b"y +C"z=d'

abc abcd
A a'b'c AIB a'b'c'd'
a"b" C' a"b" c"d'

allora

1) rCx Se RK(A) =2 = RK(AIB)



2) 16+0 Se RK/A) =2 e RK(A(B)= 3
3) UnX = EP3 SSe RK(A) =3 =RK(AIB)

Proposizione

v: Sax+by+Cz
=-
d

s:Saix+biy+DE=e i
Se pol

A = a
, bi e AlB
:A b d
e

a d'
Cl ddiDici ai, bi i c d'

avero,

1) ris SSe RK/A)=2= RK/AIB)
2) rus (VFS) SSe RK(A) =2

.
RK (AIB)=3

I

3)Us = EP3 SSe RK(A)=3=RK(A(B)

4) res SGhembe sse RKIA)= 3 e RK/AIB)= &

üke
avera Nüsse 7dER t . c.

E =L

T
,
E

,
i sono Complanari sse 7x

,BERR t. c.
i =<+Bu

A(Xa
,Ya,
za) ; B(XB,yb,EB); C(Xc,yc ,

Zc); D(XD,yD ,Ed

Il Punti A
,
B

,
C solo amneatisse

RK XB-Xa YB-Ya EB-Za = 1
Xc- Xa Dc-YaZ5Za

Il Punti A
,
B

,
C

,
D Sono Complanari

XB-Xa YB-Ya ZB-Za
RK Xc-Xa Y2 -YA Zc-ZA 22

Xb- Xa YD-Ya ED-Za

Provare che A(1,0.
01 : B(0,1,0) ; (10. 0,

1) ; D10, 0,
0) sono complanare

-1 1 0 RK= 3 Voll Com
-

0 A
-100



Analisi matematica
IMPLICA

P= Q

P è condizione necessaria per avere a.

Se piall
,è nuvoloso . Se è nuvoloso,non è Detto che Piova.

PC= Q SiGUITICa

P =9 19= Q

congiunzione

Di SGlunzione
P = Q E YPVQ

P => Q E LQETP se Bero,
non CMido. GUIDO

,
QUINDI nell Bevo

AcB =(XEA= xEB)() (XAB =X(A) XEB' = Xea' es BICAl

Le operazioni con u Insiemi Solo :

· AB = Ex/EA n xfB3
· AUB = Ex/XfA v XEB3
· XfA'>XA x è complementare se...

· AlB : EX/XEAnxEB3

B AUB ANB

X i-

- L Al AIB&- All
L iI

-

I
① = EX/XEA n XEA3
&CA ocui Insieme contiene l'Insience Voto

ACA ogui Insieme contiene se stesso

QUANTIFICATORI
Ex

, p(x) Quantificatori universale p(+1) a p(xc> n ... p(Xn) VERIFICAT TUR GU element, V

= x
, p(x) Quanticatore esistenziale p(xn)vp(x) ... Vp(Xn) verificato almeno uno V

· L(fx
,
p(x)=x(7x , -p(x)

TUTTI I numer SOMO PRIMI

. 7 (7x
, p(x)= Ux

, -p(x)
Tutt HoU Giocano a Tennis

PRODOTTO CARTESIANO
Siallo A

,
B non VOT,

AxB = E(a
,
b) /afA

,
bEB3

R si Dice una relazione in AXB sse RCAxB
In Generale (a

,
b) +(b

, a) e AXBFBXA

UNIVERSO
L'universo preso in considerazione è quello del numeri Reali (IR)



· I numeri naturali servono per contare

IN = 20
,
1

,
2

,
3

....
3 sono Infiniti

· I numeri interi sono comeI naturali ma possono avere il segno negativo

# = E
....

2
.
1

,
0

,
1

,
2

....
3 sono infiniti INCI

· I numeri Razionali Comprendono leFrazioni

Q = /m
,
nel

,
nto3 MCD(m

,
n) = 1

#. h
O

A

X

1

1 O

X = 12+12 X2
= 2

S) SUPPOnGa CHe 7 XEQ +C X =2

(2)
2

= 2 (m
,
n) =1

m=2 m2 = 2n2

m2 'PaRI +M è PARI

m = 2k KEL

m2 = KK2

allora 4K2= 2n2

2k2 = 12 4
2 e'Pari -> n è Parl

IL MCD è 1 ma me n sono pari -> contraddizione (non esiste Un'ea. Che Rappresenti L'ipotenusa)

INCICRCIR ④' QUR

12
,
4

,
e numeri in MIQ

R è un campo completo

xxy(z ,
ze0

xzxyz

TRICOTOMIA

x
,yEIR

ALLORA

x=yvxxyvx+y
x .

y
= 0 = x= 0 V y= 0

m

X = 0 y F 0 = X .

y F 0 DOMINIO DI INTEGRALL

LIMITATEZZA
XCR ; X+Q
* e' LIMITATO Superiormente se J KER tC XiK UXEX

I non è LIMITANTe superiormente

X = E1
,
2

,
3

,
43

724ER 243X xeX



DEF. 2
* e' Limitato Inferiormente se JKER t KX

,
EXEX

ESEMPIO

INè' LIMITATO INFERIORMENTE

- - BEM -Ben OMEN

& non è LIMITANTe Inferiormente

DEF : X Si Dice LIMITATO Se lo è superiormente e Inferiormente

X = EX/x = 1In neN-2033
IN 1203

DEFINIZIONE

K SI DICE MAGGIORANTE DI X Se XEK EXEX
K= max (X) se KEX e K è un maggiorante per %

DEFINIZIONE
K Si Dice Minorante DI X SE KEx EXEX

k= min (X) se KEX e k è un minorante per X

DEFINIZIONE

XCIR
,
KER

I k= Sup(X)
Esterno Superiore di X se K l' Il MINIMO Del Maggiorant Di X

1) XEK OXEX

2) FECO EXEX tc XK-E

1) K è MAGGIORANTE PER X

2) NON VI SONO MAGGIORANTI STRUTTURALMENTE MINORI DI K

E

k ↓

DEFINIZIONE

XCIR
,
KER

I k= inf(x)
ESTERNO INFERIORE DI X Se K l'Il MASSIMO Del Maggiorant DI X

1) CK EXEX

2) FECO EXEX tc XK-E

1) K è MINORANTE Per X

2) NON VI SONO MINORANTI STRUTTURALMENTE MINORI DI K

E

I I

K k+ E

OSS : X ILLIMITATO Superiormente Quara l'insieme del Magionanti = &

Si scrive Sup(x) : + x



ASSIOMA DI COMPLETEZZA

EXCR
,
XQ

LIMITATO Superiormente ammette estremo superiore

INTERVALO

ICR è Detto INTERVALLO SE EX, ,
Cer con X , pel e X,X x2 risulta che Xel

si omene (a
,
b) intervallo Aperto EXEIR/axx1 b3 omnemmenoe

[a
,

b] = Ex /a = x= b 3 Emmb
-O

[a
,

+ 0) = EX/x= 0,3 imm

(a
,

+8)= Ex/X03 me

(-0
.
b) = 2x/XEb3

(-0
,
b) = EX/X<b3

DEFINIZIONE
R è un intervallo (-

,
+d

# = IRUE - x3UE+03

Xof I SI DICE INTERNO All'intervallo I se xofI e xo non è un estremo di I

TEOREMA

DENSITA' DI & IN R

hr' Ver Reall

7ge tc regirl

VALORE ASSOLUTO

|1 = 2 x x20

-x XXO

1- 51 = - ( 5) = 5

X = - 5

X &
·

d(x,y) =1x-y)

1120 EXER

|X =0E) X=0

- x1 = X = (x)

|X = 1x/

|x-y | = 1y-X)

1x+y/E(XI + 1y) UD DISUGUAGUANZA TRANGOLARE

| x.y1 = 1x1 . ly)
1 = 49 70

PROPOSIZIONE
am* (1 = E -aex = a <+ xe[ a

,

a) d

(XKae) XaV -Xa(xx-avX)a= xe( y
,

-a)vxe(a
,
+b)(=) xe)- 0

,

-a)U(a
,

+b)
L

complementare di *



ESERCIZI

· x l' 5 oppure 2 - 5

|x1 = 5

· LA DISTANZA DA X A 3 E' 7

d(x
,
3)= 7

A- 31= 7

X - 3 = 7 V3- X = 7

X = 10 V - X = 4 X= - 4

· LA DISTANZA DA X A 5 E' MINORE Di 2

IX-5122

-2= -5 = 2

· LA DISTANZA DA X A -3 E Maggiore O UGUALE A 4

d(x
,

- 3) = (x-3)

1x+31 = 4

x+3 = 4 V -X - 324
X =1V -x 27

x - 7

· X è COMPRESO FRA -2 E &

- 22x 2 omimo-2 2

|x| = 2

· X COMPRESO FRA 4 EG

* < X26

1x- 5121

-12X-511

4exeG

· X è COMPRESO TIA - E 1

-ht
| - C-1)/2

|x +1/22

-22x+122

-3[X1 (- 3
,
2)

Lezione 20/11/2013

ESERCIZIO

SIA A = f2
,

3] r243

O
-2 ·

A è LIMITATO ?Si

SUP(A)= 4 = max(A)
Inf(A) = -2

I min (A) non esiste (DEVE ESSERE APPARTENENTE ALL'INSIEME).

ESERCIZIO

B=) 3 - ) "

n=1,2,
3
. e

È LIMITATO max(B) =112 = SUP(B)
·

-I 1 OfB

Inf(B) = -1 = min(B)



ESERCIZIO

C = E cos (in) n =1,
2

, 3. ...
3

-
,
1

,
1

,
1

,
-1

,
1,

. . .

E' LIMITATO SUP e Inf

=

-

1
,
1 OC

ESERCIZIO
A

,BCR Entrambi non vol e Tal che AcB
ALORA SCEGUERE L'ALTERNATIVA CORRETTA :

(a) minBe Infa

(b) Inf B InfA

(C) minBE MinA

(d) Inf Be minA

(e) InfBe InfA

Fornire IL Controesempio Per Le IPOTESI False

a e c sono Automaticamente False
,
PERCHé non è Detto Che CI Sia Per FORZA Il minimo

.

En - 1/n DISPar3 cL

LA RISPOSTA CORRETTA C' LA D

PERCHE

AcA

Dal

ESERCIZIO
AcIR t

. C .
SUP(A) = 2 e Inf(A) = 0. Allora necessariamente:

a)2EA

b) JxEA t. C.
04X12

c) IXEA t. C
.

XA

9) A cancide con (0
.
2)

2) OfA oppure LEA

- A= (0
,
2) la Automaticamente a ed e sono False S automaticamente de Falsa

- A= E0
,
25 -3 automaticamente l è Falsa

C è VERA

ESERCIZIO
A= [X/1< X 223 A INTERVALO : (1

,
2) LIMITATO superiormente e Inferiormente

B= 2 x 127<X3= 643 B272x x64

c= EX/x= 3+1In : NEN2033 32X XeP SEXER

D= EXER/X =n/n+1 : HENS [3
,
4) Limitato superiormente e inferiormente

E= E130 (2,
3] U (4, 10) Inf(B) = 3 = min (B) SUP(B)= 4

F= EX/2= x 2 x43 C non è Un INTERVALLO

G: EX/x= n
2 +1 : MEN3 e LIMITATO

H= EX/X = 1-11n : UEN1203} 3 e
n =100 n = 3+



🤡

D n =1000 1000
Foot

· O
O 1

e' LIMITATO sulperommente e Inferiormente

non è un interano

non Ha max(D)

E max(E) non esiste

F DA SOLL

(ILLIMITATO)
G non l' LIMITATO SUP(G) = +*, Inf(G) =1

non è unIntervallo

H 0 ,
312

, 813
,
1514 , 2415, ...

In f(H)= 0 = min(H)

SUP(H) = +

ESERCIZIO

K = Ex / 16-7x/253
- 526-7x25

- 526 - 7X 16- 7XEG

7x26+ 5 1
-7X25- G

7XE11 n -7X1

X 11 n X =

1
Se ] intervallo Limitato superiormente e Inferiormente

Sup(k) =117 Inf(k) =117

ESERCIZIO
S = EXER/12(X) -1 =53 = E- 3

,
3

12/XI -11 = 5

SE X = 0 12X 11 = 5 21= 5
E2x= 6 X=

1 2x = 5 = -2X= 4 X= 2 ~D PORTA A CONTRADDIZIONE

1-x = /x)

SEXCO 126XP-11 = 5 1 -2x-11 = 5

-2x-1 = 5 = -2x = 6 x = -3

2x+1= 5 = 2x= 4 X=E

non è un intervallo

max(s) = 3
min(s) = -3

ESERCIZIO
R= EXER/IXI<PY
X = 4 V -Xz4 (nf(R)= =N

X 4 V X =4
SUP(R) = +

(- 8
.

-4)u[4
,
+x)



ESERCIZIO PER CASA
A= Ex = 3+ 31n; ne N 1803]N EXER/0 < Xe 43
B= Ex/x = 3-31n; heIN 140331 EXER/X >23

EAnBXeAnxEB

FUNZIONI
X

,
Y0 X

,
YCIR

UNA RELAZIONE l' Un QUALSIASI SOTTOInsieme Del PRODOTTO CARTESIANO XXY

R RELAZIONE se RCXxY

E l' una funzione X In Y se è una relazione t . C. Ad Ogmi cremento di X Viene Associato Un Unico elemento Di Y (xfy)
X

·. "que' una funzionee

·

f
& Y

· * è una funzione

f

X Y

·
-

· ↓- non è una funzione
-

o-

X Y

·
- -non è una sunzione

&=

8 : X CY Funzione DI X In Y con x
, 4 sottoinsiemi non Vot Real

x >y= f(x)

domf=X panimo

Codomf : Y cadominio

Imf = EyeY/7xEX : f(x)= y3 Immagine Di f Imf = f(X)

--

---

e ImfcY
-

-

Imf = f(X) = Ef(x)/eX3CY

CONTROIMMAGINE

SIA BCY e g : X->Y Funzione

f B)= EXEX/f(x) EB3 SI CHIAMA CONTROIMMAGINE DI B TRAMITE f

dez: AcX e f :Xazione

Si Definisce

f(A) = Ef(x) -> Y/XEA}



X Y
A
--

O ~ f(A)
::

ESEMPIO

f : E2,
23->IR
x->x2

f(x) = x2
· N & [-2

.
2]=I

·~M-I

- 's ! PR

GRAF(f) = E(
, f(x)/= dom + 3

f([1,
2) = [1

,
4)

f ([1 ,4) = [-2
.

-1u[1
,
2)

J= [1
,
2]

f(j) = [1
,
4)

g
-1(f(5) = g

-1 ( [1
,
+3) = [ -2

.

-1]v [1
,
2)

5cf -1(f(5)

INIETTIVA

fi X-> Y Funzione Si Dice Iniettiva Sse

x+y = f(x) +f(y)
PERETQ = P
equivalentemente
f(x)= f(y) =) x =y

SURIETTUA
f Si Dice SURETTIVA sse f(x)= Y

8 : X + Y Funzione

BIETTIVA
8 : X-Y funzione biettiva SSe f è iniettiva e Surettiva

TEOREMA

8 : X-Y Funzione

Acq/f(A))
,

GACA

8(f (B)(CB ,
FBCY

OSSERVAZIONE

8 : x- Y Funzione

& incentrasse 9 - ((A))= A VACX

f E sumettiva sse f (f-1(B) =B ABCY

INVERSA
8 : X-> Y funzione iniettiva ,

AMORA La FUNZIONE CHE Per DOMINIO HA f(x) Che Associa ad Ogni yEg(X) L'unico

Elemento XEX t
. C. f(x)y SI CHIAMA FUNZIONE INVERSA DI J e SI DeMOTA Per f-2



Ossia 8 l' iniettiva

f(x) =y == f
-

1(y) = x

-WI
1

8 (x) = x2 SU IR non Ammette Funzione INVERSA

f(1) =1 =) g
-1(1)=1 f

-1)-1)= 1

-
non Va Bene

/ f: [0
,
+ 8) -> f(20 ,

+ x)) CIR
x->x

ESEMPIO
PROVARE CHE f(x) =2X-3 è BIETTIVA e Determinare La funzione Inversa

f(x) = f(y) x DIMOSTRARe x=y

INFATT 2x-3 =2y-3

2x= 24
x=y

PER CALCOLARE L'INVERSA:

y
=2x-3

y+3= 2x

Ey+3 = x

g(x) = f
-1(X) =

1x+

f(x) =1

g(1)
=

A . 1 + 2

COMPOSIZIONI
SIANO 8 : X+ Y e q: Z- W FUNZION

se g(X)CZ allora Si DeaNisce la SUNZIONE COMPOSTA 9 O E Quella CE Ha PER DOMINIO X E CODOMINO W

ed et. c. (80f)(x)= q(f(x)

ESEMPIO
SIANO f(x) =2x+ 3 2 q(x)= x 2

g(f(x))= g(2x+ 3) = (2x +3)= 4x2 +12x + q

m
(gof)(x)

In Generale

gofff0q
Invece

(908) oh = go(gon)



Lezione 22/11/2023

f(x)=
2- X

fily Guar e' una sunzee

X = 1-223 "Dominio naturale"

"domf
I-1

,
1]-R è unasunzione

x-> x+ 3
-

2x

f(0) ==
f(1) = 4

8:1223-R
filettiva (V)

f(x) = f(y) = x =y
Infat 3 =5

(x+3)(2-y)= (2-x)(y+ 3)

2x-

My+ 6- By = 2y + 6 - xy-3x

5x =

by x=

y

finversa?

y

(2- X)y= x+ 3

2y- xy = x+3

-
-

xy =3- 2y
X-1-y)= 3-29
X = - 3zy

1+y

x =2y=3

1+y

f (x)=2x- 3
-

1+ X

f- 1 : R - E-13+ /R
X->2x- 3

X

(gof)(x)= g(f(x)
f

-

2(f(x))
(f 0f)(x)= f

-z(f(x) = f
=(*)=se

-G-3 -

dx

+G
+

3



Funzione Lineare

y= f(x)= mx+ 0
,

"ReTQ

se m=1 9 = 0

f(x) =x

Graf(f)= E( , f(x)/xfR3
= 2(x , x)/xER3

Yx
Iniettive

1- .

↳ >

se m= 0 q=1

f(x) =1

GROf (8) = EKX
,
1) AGIR3

non iniettiva o sumettiva

non l' invertibile

I Im 8 = E15
·

Le rettedel Plaino Sono Tutte funzioni ?

{ (2
,y) /yERR3 non può essere una funzione

X= 2 non è funzione

·

2
C

Valore assanto

1 1 : 12 -> IR
+U203

x-> IX)

I = * *E
ny

non è incettiva

-

PARTE Intera

[3
.
8) = 3

I-3) = - 3



[2
, 1) =2

I- 1/2] = -

1 31 4]: 0

I-π]= - 4

[8) = E

[π] = 3

[V) =1

2- non è iniettiva

·>o

1
- ·

Iz ↑ ·ed

e-1

&O

·O

IML) = 1

maxEx/x= a3

POIROBOLA

y = x2

Graf (gl= 2(X
,
<2) AERR3

non l' incettiva

X X
1

T
-

1

Se si restringe il Dalulo

1
l' iniettiva

V = X

Bie
E y = x2

f
-

1(x)= R

V4 =2

Xn= -2
↑-E X x2= 2

Ux2 = 1)

W
· y= (X-1)2WW ·y = (x-2)2

-A I 2
·y = (x+1)

y
= (x+a)

F a> O

-> a0



X2-2
-X+1 y

=
- X2

O

·

1
--I ·

-2

y=X2+1 f(x)= X2+A

y = ax2+bx+C

& FO

se a M

(2 , f(22)

m
yx y= (x-13

= X %f
-

(x)=

PolinoMI

f(x)
=

Rotanx+ A2X+ 93X3 +... + anx" &ier

Razional

f(x) =

Pe
Dove P(X) e 9 (x) sono polinomi nel senso della bef Data

f(x=

1 & SINTOTO

S damf = 1R 203

L asse x -> y= 0

assey -x =0

s= E(x,y)ERx R /X2
+y2 = 13

⑨

X
2

+y2 = 1

-be y2=1-12

y =XFx

Yo & f(x) = TFX2

-
le T

domf = [-1
,
1] Img = [0

,
1]



funzioni esponenziali e LOGGRITMICHE

qx
④L

y= f(x) = 0,
*

1.

&

-

c

Ye

(imf(x)= 0
9X

Limf(x)= + 0

X+-

x X++

·L

18a
Xstat

Logay
= Lagaa

*
=X

logpX =y E) bY = X

23= g 10-10
2- = 2 Too =10

loy,8 = 3 Log10100 =2

1

Lim f(x)= - x

x+o
+

Logb

b)L

⑧ ↳
1

limf(x)= +

X+ +

esponenziale : (R- (0
,
+8)

X->ax
N X

>1 ASSO

>



LO GORITMICHE

domf = (0
,
+2)

Imf = IR

100b
b>0

1) Logbb = 1

2)lagp1= 0 0

3)LeggXy = logpX +LegBy

LogpX = z, b 1
= x

Logby = zz =bz=

y
btn+ zz=

by
Logb(xy) =Zn+ zz

= Logbx+ L0gbY

4) logp = LogpX-10.by y 70

5) 10gbX = z. LogbX

6) logpX = Log ,
X

Logbib

7) Logrot = Logx
Logex= Lnx

IMPORTANTE

Logpb " = x

blogb" = X

( 1081 X

orbet
01

FUNZIONI CIRCOLARI

1 (1 ,
+anx)

Sent Prolezione
sull'asse beye

n

sen+ C082X=1
1 senx----pP(COSX,Senx)

- 1 = Senx = 1

(Senxl = 1

x i ICOSXIES

-1 A
3

CosX 1 Sen : 1R-> [-1
,
23

X-> Senx

cos : /R->[-1,1)
X-> CosX



DISPARI

& Si Dice DispaRI Se f(-X)=
-

f(x)
La Disparità Produce simmetra all'origine

PAR

8 Si Dice Pare se f(x)= f(- x)

La Parità Produce simmetra, all'asse y

sentx)= -Sen(x)

Th I
-

20
,
2π) senc-X) =senx

Cos- x)= COSX

X

sen (+2Kπ)= senx KEL
t (0S(X +2KIT) = COSX KER

- x

# I

2π F> 3600

T =+1809

π(3 = 600

seno = 0
COSO =L

senchi = 0 Nel

COSINT = 1 HET

↑
SenT = 0

COSπ= -1

sen T/2= 1

COST12= 0

sen 3/2π= -1

Cos 312 T = 0

U2/2 U312 112

tano=0 tant = O

Tan T12 non è Desuita

cotx =1
tanx

secx = 1
CosX

cosec = 1
senx

Lezione 27/11/2023

60

1
-

COS T16 = 20530
°

COST16 = BI2 Cos π13 =112 COSTI4 = Sin TIM= V212
P N 1

SINTI6 :116 SIN T3= 1312
n=1-114 = 314

12 12
n = B/2

tano :AOOFT I
il6 - ( ~

-I P 1 Go M Go

1

-I



GRAFICO

8 sin

(SINXIE1

M
sin/-X) =

-

Sinx Funzione Dispar

·

π

②

flos KOSX/ = 1

Zi
Cos/- X)= Cos(X) funzione par

·Vin *

Sit

DISPARI

ton)-x) =SX) =
=

A
=
- taUxi Im tan: IR

SureTriva

Funzione inversa del seno

sin1 (x) = arcsin(x)

si restringeIl dom

SIN : ETT12
,
[12]-> E 1

,
1]

Sint : [-1
,
11+ [ +12

,
M12)

x-> arcsinx

- M12

·- ·

↓

-

-T112

cos1X

1. [ 1
,
1) -*[0

,
π]

·(tki
X -> arccosx

T

I
i

N



arcsinx =y = Suny =X

arc cosX =ye) Cosy = X

arctan tant

arctanx=

y se tany= x

arctg(x)
tan(x)

------------
Le Reite y :T1 e y= T12 Solo GU asinton della Tangente

Limarctan x I re-
X +- 0

Lim arctaux--T12

-----

FI
- - - -

PROPOSIZIONE

sin(x+y)= sinx .Cosy+ Siny Cosx

sin 2x = 2Sin X . Cost

COS2X=C062X- Sin2x

MONOTONIA

ACR AFO

f : Atl funzione

si Dice che & l' Crescente in A se UX
,XzEA ,

allora se x,X2 = f(xn)= f(xe)

analogamente si definisce

8 è Decrescente in A

XX
1, X2EA : X

, 2X2
,
amora f(x)= f(xz)

Si PARLA Di Monotonia Stretto-

strettamente Crescente in A

KX1,2EA : X12 X2 allora f(xn)ef(Xz)
analogamente

I strettamente Decrescente In A

Osservazione

Strettamente Crescente= Crescente e Il Reciproco è Generalmente falso v

EiV A

Teorema ** E in
se f : AtIR è strettamente monotona

,
allora f è iniettiva

Dimostrazione

se tix2 si avrà che Xexa UXzexn

se X,X2 Allora X, #X2

supponendoche sia monotona strettamente crescente allora f(x)-f(x2)
anara f(x)) /f(xz)

f l'iniettiva

a sono funzioni iniettive che non sono strettamente Crescente



Controesempio

f(x)= &
8 : ( E03-In &

Xexy = f(xn) > f(x2) non è strett. Decrescente

xxz = f(x1)2f(xz)

Invece

(-X
,
01EIR è sinettamente decrescente
--> 1/X

Rume (0
,
+8)-> IR

ESERCIZIO

SIA f(x)=

TROVARE LA controlmmagine del Punto [0] e dell'Intervano [2
,
+N

domf= IR-223

f - (203) = Exedamf/f(x) =2033

=

2x/E = 0 3 : {x/X-1 =0]= {1}

g
-1((z ,

+x))= [X/f(x)e (z+y)3
= EX/E 123 = [ , 2)
-220
X-1-4 + 2x

Ep &530 + = E x= 2
--

2-X

X 2513

X=2

ESERCIZIO

Tracciare Il GRAFICO Della funzione

f(x =&Xsedexie
Determinare estremo sureone

,
inferiore ed eventual max e min su [0

,
1]

1 -

O IMf= ( 1
,
1) non è iniettiva

Inff= -1

↑ ↑ ap f= 1

112 1

-I
- O

ESERCIZIO

TracciareIL Grafico Di f(x)= (+11
,g( = (x-1)

,
h(x) = (h1

,
e(x) = (x) -1

,
m() = larctanx)

&
M 2x+1

|X | x-1)-X Vi
p



[12
- .............

-

.............

-T2

ESERCIZIO

a partire da ffX)= logy Disegnare g(x) : (log(x-1)),h(x) = /Logi) :r(x) = 2 + (0g(x+ 3)
,
K(x)= /log(2-xI)

N 1

~ i)
logale

&
gi

Log 11-511
·

ogn
-LogE

(g)
-2 A-io- &~ leg /F-2

il d 3
O ~

log(x+3)

i-1 a - 2 in in

esercizio

Determinare Il dom Della funzione f(x)= 3+/ta e verificare che sia iniettiva su Damimo. Trovare Imf e verificare cha non e

surrettive

-
-3

Sx+1

-1 e-o
-1

f(x) = f(y) per Dimostrare x=y

B++1=B+1
x+1= y +A

X=

y

y = 3 + UFT

y
- 3=V+1

y-6y + 9 = x+1

y -

by + 9-1= x

x=y2 -6y + 8

d ↓
x =y-

6y+ 820 y-220 V y-420

(y- 2)(y- a) YE2 V YE4



y = 3

Imf = [+
,
+8)

Esercizio

Determinare Imf se f(x) =3-KF

y...X
2
+f

y2 -

6y + g = X2 +1 Y23
y

2 -
64 + 8 = x

x=Gy +E -

y
2 -

6y+ 840

(y -2)by -P) = 0

y:2 Vy = 4

NO

ESERCIZIO

TROVARE APPORTURE RESTRIZIONI DI f(x) =X-2IX) che Slano INVERMBILI

se X20 f(x) = x
2

-2x

se x20 f(x)= X+2x [1
,

+1)

↓ -2x X20 (-8
.
-1] L'importante

E XD ⑭
+x

Con
3 l' avere l'iniettivita

f(x) =

x2+2x

[-1
,
0]

ESERCIZIO

Siano f(x) = X2 +X - 2

g(x)
= (08(1- 2x)

Determinare gof
(gof)(x) = g(f(x) =g(x2+ x

-2) = 20q(1 -2(X2+x -2)) = (g(1- X2-x+ p) = (0gf2X - x+3)

Lezione 29/11/2023

Esercizio

Disegnare
~Disegno un PO' Pazzo"

X
2 X -18(x= ex - Lex 2

V X 2

· Lim f(x)= + D. X ++

↑ I (im. f(x)
= + x

&

-I

T
-mf= (0

,
+0)



ESERCIZIO

Disegnare

8(x) =2x
3

Ys
non è iniettiva o Surettiva

-H D

--N

ex

Strettamente
Crescente

A

a = 2 lin e= +

X-+

X12x2 = e
* -ex2

Strettamente
1 Decrescente

(EX

im(v12)

xey = (E) -(E)
0 = a= 1

LimLogt Strettamente
Crescente

1

log

I

011221

f(x) = e
-X

02112C1 = A
I

ex

= (E)
*



ESERCITO

Disegnare

f(x)= larctanx/

Strettamente π/2
Crescente

e takeeuro

succession

è unasunzione in Dominio IN : (anInen

an : IN -> IR

o -> do

1-> 1

2-> 2
...

n->an

an = 11

(EUEN1203
n->> quara I to

e 17 rignis ass z 1

(- 42neIN
...,

- 9
,

- 4
,

-1. 0

n-> 0 auora(-42) - - *

(IneN"0 + a

e
,
n

,
12

,
13

,
2

,
15

,

16
,
17

,
18

,
3

,
50

,
5

,
283

,

V
,
54

,
M5

,
P

,
. . .

an = 7 1)"
1, - 1

,
1

,
- 1

,
1

,
1, ...

(-1)" Oscillante

(I1)") n- 0
. 0

nEIN-E03

-2
,
112

,

-113
,

114
,

-115

....... 09

anI

2
,
312

+
413

,
514 -a

an = 1nn+ 0

- 1



convergenti -> vanno a un numeroReque
&

Alvergenti valmo a
+ 0 0 -8

OSCILLANTI

(-a)+(- 5)n

Definizione

si Dice CHE An Converge a L n Reave sse VE30
,
JNEN tc Un > N Elan-L/E

InTale Caso Si Scrivera

Lim an = L

X->

L as as d as da es ds Pan

Dimostrare CHE

Lim 11n = 0
n +> D

DOTO CHE 30 PER DIMOSTRARE CHe INEN tc UnN
,
avera d(F10)e 3

Inf&T

1 - 0kE

1E| E

Ben
n

E

N = /El

3 = 0
,
007

N = [x07]
= [142

,
8571] =142

an , Az ..., &142

A PARTIRE DA 91a3 Eti 17320,
007 120 , 007

ESERCIZIO

DIMOSTRARE USANDO DEF CHE(M MIE

DATO EPO PER DIM JNEN t
. c.

Un > N allora In-1KE
infatt In-1/E

4 3e=2 N

n
N= [2]

Definizione
Lim An=+ ààaMagazn+>

UMEIR
,
JNEN t

. c .
Un > N E An > M

DATO MEIR Per DIM CHe esISTe NEN to n2-1 >M

3+INFATTI
,
PROVARE CHE U2 -1

n->
Lim(n2-1) =+
n-> 0



n2 M+1

n

N = [M+1]

M = G

N = [5]= 2

az = 8 >6

af=1536

DEFINIZIONE

Lim an = -y

n ->

EMERR
,

JNENN to Un >N-> An 2M

ES: Lim K= K
n+ x

730
,
JNEIN to UnN SI HA CHE /K-K/2E

o e E

Teorema

Si HA Che Le successioni an e by convergenti rispettivamente a le L'
,
L'ER

1) Line (an+ Dn) =

n->

Lim antLim bu
n->D n->

L + L'

2(m(an -bn)

3) Lim Kan = Kil
n->x

4)LimanIbn =L' bufo
,
L'E

FormeIndeterminate

·

· (+ x) + (- a)

e 010

· 10

· Do

(+x) + (+x) = +

&(+2) . a 00 + + X
Non sono

(-x)+ /-X)= - 0 FORME

9 =0
INDETERMINATE

*

5 = +0.

= -

ESEMPIO

Lim 342+21 +1 lim (3+ E + 2) =#->x 5n2+ 24-3 n+

0((3+ 2)



Lim-n3+h

n-> n2 +1

Lim ~43 1+() = -

A = - x
n +

xn(1+ F)

Lim 42+ 3n+ 5

n-> 643+n+n -B

Lim (1 -In + n2)
= 0

n+X -(6+A + 2 -V3(n3)43 -

im ER+E i

1a) = A

-= 1

im (317)

Lim 74 = +
n->

1 , 7 , 49
.
...

- +Q

( + in > L GIUSTO -> e

GRAVE INADEMPIENZA

2, 43. ...

Lezione 4/1212023

Forme Indeterminate

=E*

+ 0 - 0-

lim n(+1 - n)
n+V + N . (+ b)+ )-x)

Lim n.
1

-
n->

ne +1 + N

(+ 2) . 0

=Lim
M

-n- n2(1+ 42) +n

=
Line V

n+x n+ n1+12

-im = 1



-Lim n +un - Un
n+x

1+ 0- 1 +2) ~ forma indeterminata

Lim n + Un-N
n+ Mün+ Un

Lim In
nex

A)+

n + H

n + nun/n

CALCOLARE

Lim an+ 1
+ 31 #:In-> 2n + 34

Lim 242+ 343
n+V 24+ 34

Lim *( (2131" .2 + 3)
= 3--

n+x 34((213)" + 1)-

Teorema

oghi successione convergente è LIMITATA

Per Ipotesi An

FLimAn= C
,
Le

830
,
JNEN tc UnsN => lan-LleE

lan -1/E -Ecan-LE

-EcanL+ E

anf(l- E
,
L+ E)

INOLTRE

do
, 91...., an è un insieme Finito

Teorema

una successione an Limitata Superiormente e monotona Crescente,allora risulta essere convergente e

converce an estremo surrezione supRan3
Analogamente vale l'altro Caso

an è monotono Crescente se autan Un

an è monotona Decrescente sse an? Anti

valgono le definizioni in senso stretto

crescente : ENEN : ETN +13

Decrescente : Enei : [2-Un3

Teorema del confronto (2 CARABINIERI

anEbyECn Un
HIN NASSATO

1-

n+
04



mitnote ase
e

e in

Osservazione

IlLimite
,
se 7, è unico

impb =
+o e

1 b= 0EO bes

Lim Va = 1

neD

LimYno = 1 GbEIR
n+

In Particolare LimUn = 1

n+

Invece sono Divergenti (ce Divergono a + x)

log 4
,

4
,
a"

,
!

Lin .on=

Limp A o

INOLTRE

Lim
ney

= o

ESERCIZIO
↑

determinare il Lim

imtogn
cognex

I
Lezione 6/12/2023

Ele + f)"3nEIN -303
u

an

è monotona crescente

aniants UNI1

2= (1 + 12 - 3

↳ a C22
, 781

lim(1 + Fe



ESEMPIO

CALCOLARE

in(4)
an

forma Indeterminaa

#1 ->L

n+

21->+

n+

lim (1+

in (+ + 5) " . (1+5)

ESEMPI

imGiIn e

in (1+
n

im (1+e ele

m =

M

se n-> 0 anche me

im (2+)*
s

inb((2+nin

in A p 2
e

Esempio

(in (1
+↑

(in (1+ 1)" e

n-X

im (
+ 112)E se

im ((1+ ni2)
n

(2) 213
e

e

Serie
n->D

an=A successione 1
,112

,
113

,
114

,
=

,
0

Si =1

S2=1+112= 312

S3 = 1+ 12+113= 312+113 =1116

SPENT112+13+ 1 D -M16+/D= 25/12.
Sn =1+112+113 +

...
+/n=



Sn è una nuova successione ed è la successione Delle Somme Parziali nel senso appena Descritto (successione delle RIddio,

Lim Sn=+
n+

= an = Lim Sn
n= 1 n->X

= +

successione delle ripote

In Generale

an = Lin in

L Reace (convergente) /) indeterminata
+ ( -8) (Divergente) *

Teorema
+

E du
n =0

e convergente, allora lim an =0
n+

Serie Geometrica

{/2)"neN an= (2)
*

(in (2) o

1
,
12.114

,
118

,
116 ....

So = 1

S1=1+ 112= 312

52= 1+112+ 114 =
714

S3= 1518

Sn = 1+112+14 +
... + 1/2"=

1 - qn
+1

-

e - a

limIo
e

1
I

1-9

-14921

i = 2

Sar

-(E
ESEMPIO

T
dn = (E) E' una progressione Geometrica DI Ragione 114

im (114) o



Sp= L

S1 = 5/P

S2 = 21/16

S3= 85164

54 = 85/64

La serle Geometrica di Ragione of l'associata alla successione q"Qua Dove Sn=Igh
q+0 sse Iqk1

sse -191
In Questo caso la serie converge a 111-07

(n)FEx
F

31-0+

n=0
q" =

o

Invece
+

& qu Diverte se q1

+

&q Indeterminata se qe-1

ESERCIZIO

& (z)" = Lim Sn
n = 0

ne

converge a 0
**

Lim(n)"= 0

ne

(Sn) = ESo
,
S

,
S2 ....

3
Dove So : 1

s1 = 1+ 31D

S2=1+ 314+ 9/16

S3=1+ 314+9/16 +27/64

ESEMPIO

2 Diveree

-( 3)"Indeterminie
Definizione

UXo si Dice un Intorno Di Xo se è un Qualsiasi Intervallo aperto Di R Che Contiene Xo

I si Dice un Intorno simmetrico Di xo se e Della Forma

I = (xo -d
,
tot d

⑧·un

x-d XO x+d

Intorno BUCaTO Ixo' EX09

O O Sto
x- d XO



Xodex Xo V Xoexexota ↳Tree
equivalentemente

todexexto
,

XExo

Il+8) INTORNO DI +

es e un Insieme Del TPO

(M
,
+X) = EXEIR/X> M con M Fissato 3

on

analogamente Si Definisce I(-) Sara un insieme del TIPO (-0
,
N) = EXElR/XeN CON N FISSaTOY

im

DEFINIZIONE

1 = RUE- 03 U2+ 3

DEFINIZIONE

Xer Si Dice un punto Di accumulazione per X
,

XCIR sse VUx si Ha Che UxonX-Exo3 = 0

Notare Che Xo non è necessariamente XofX

X= EE + -1)"/n-IN15033

-
-

23.

494312

o non è puntoDi accumulazione PerX
GLI UNICI PUNTI DI ACC DI X Sono I e 1

ESEMPIO

X= 3 13

· is it i (iz ·

· e' l'unico punto Di accumulazione D X

ESEMPIO

X = IN

- è L'unico punto Di accumulazione

I (+2) = EXER/X >M
,
M FissaTO Reale3

ESEMPIO

X =403u(1
,
+x

· imm

ESEMPIO

X = 21 .
2

,
33

(

non Ha PUNTI DI ACC

DEFINIZIONE

to ,
LETR

8 : X-> IR funzione

damf= X e Xo è Un Punto Di a) DI X



Si Dice che lim f(x)= L
X-> Xo

sse

VI
L INTORNO DI L

=> Ixo INTORNO DI Xo +C KXEX1 Ixo EXo3 risulta Che f(x)EIL

-20
,
500 Ex

,
01X-Xoka

=> 1f(x)-(leG

DEFINIZIONE

& CONTINUA SU <o (XofIR) se inf(x) =g)

essia GE>0
,
500 tWx(X-xkd -(f(x) - f(xo)/zE

ESERCIZIO

Lim(5x-1) = g
X+2

-I
-Eco

,
500 + KX

,
pelX-2kd = 15x-1-aleG

INFATTI

15x-10 = 15 (x-2) I = 151(x- 1 = 5(x- 2) = & E(x-2 ( E/5

f(x) = (3X
-1 x2

x= 2

e O

1 2

(im f(x)= L
X->X

Lin f(x) = f(Xd)
x- Xpt

SCONTINUA In to SSe ISISTONO

lim 8(X) ,Lim e

x-X

l Limite linf(x) esiste e sono Uguali
,
ma Pho' anche accadere Che Lim-f(x)=Lim,

f(x) =f e



Osservazione

I

i
I

R
D

(im f(x)= + y = limf(x)
A- 2 x+2

+

(imf(x)= -X
↑

(imf(x)= + x
x+3- Xf3+

I

!
I

i

ESEMPIO

f(x) = (Pete
e

damf : (0
,
+0)

I

S

im f(x
(im f(x) =1
X->At

Lim f(x) =1
X ->1-

limf(x) = 2 = f(1)
x +It

Teorema

se fe g sono continue in x avera lo sono 3t8, 89 , 819 (CONTINUE in to

Teorema

Tutte Le Funzioni elementari SONO CONTINUE HEL TROPRIO DOMINIO :

- LINEARI

- QUADRATCHe (ParaBole)
- POLIMOMICLI

-

RADICI

- esponenziali/Logaritmiche
-

Razionall

- Circolar e Inverse

- Valore assauto



Teorema

8 . g :-I Xotdang 8 . G CONTINUe in to allora Sog e CONTINUa in to e (M8(g(x)
= f(lim8(+)= f(g(xd

Lezione 111212023

ESERCIZIO av

&f(x) =

&Ye 2 - · Lim f(x I LIMITI LATERALI SONO E

1-
Perciò im g(x) I 9(2 2

I
Lim g(x)=1 e NON l' CONTINUA In 2

2 ↳ x->2+

DISCONTINUITà DI TIPO SALTO

im f(x)= (im (X- 3)=

0=

imp f(x) = + 0
,
Lim 8 (x)= - D
x--

ESERCIZIO

g(
=

(1x2 x

lim f(x) = Lim
x 1

-

1- X2 = 0

Lim f(x) = (im (x-1) = 0
x->1

+
x->1+i 8Continua Su TUTTO IR

ESERCIZIO

XIO Per quali Valor Di a
,
deli y è continua su Tutto R?

8H= Set x

lim EX + a = 1 +a = fo

·
Lim x2:0 a= 1
X+0

+

O

-

ESERCIZIO

DeterminareI Valori Di a e b(Reali) per cul

f(x) = [bxE /2
,
H

f è continua se i
x = 4

(in f(x)= 0 = f(2)

linla-tiate a-50 a. =

Lim 8(x) = a -Pp
Xt4-

(Mp+
f(x)= 1 = 8 )

a- b12= 0 3 2a-b = 0

9 - b/4 =1 29- b12= 2

D12=2 b=4
- b12= - 2



ESERCIZIO

f(x)=(x+1 Xe1 Lim f(x)=2 3(a+1) = 2

3(ax+1) X A X+>1- 30+3= 2

301 -1

f(1)=2 (im+
f(x) = 3(a in

a=113

I = <AxI -

- x+3

2- ⑳

1- &

- I idb &

imsenx ! Canalogamente Flimose

nu

LIMITI NOTEVOLL

Lin Se = I

f(x)=

Sx dom f(x) = 1R 20

JEx): (sx te Provinciamento per continuità in zeee

I'm 1sx = 5 Tse

INFATTI Lim TSX .A

Lim

ITtosTsx
e

im (2
. Lon x 12 . 112= 2

Lim ex1 = 1

X->0

im et
= Logas in

Tim Log =A

X-> 0

im loga(1+ x
=Tog



im (1 +x(-1
= a dei

X

CALCOLO DI LIMITI

1)im SINA IM S . Sinxo
[

2) lim Log(1+x Q
O

X+03 - 1

im+*: o

3) Iimee
Lim

10 ecErC
3

Se X+0 allora &0

4) im
Limo senicosx" mo sex cosx

Lib - Cosx

-

5) Lim*

LimX+2

6) Im 23
+Se

Lim X(X-2x2+ 5)
=
= = - 5

X->0X(X+-1) -

7 Limo

sen5x-sen3x

X

Lim 5X
. 5 - LimS.c

OlimEo e

Lim ()(x+1)
x+1 (x-1)2(Fx+1)

Lim 2-X2-1
X->1(x-1)2(X+1)

Lim 1-x2

*+>1(x-1)2(2x2 +1)

(im (1- x)(1+ X)

x->1(x - )(X-1)/+1)

Lim -1 X)(1+ X)
=

X+A * (x-1)(x+1) Casx E = - D

gaDX E+ = + 0

Limite



LEZIONE 13/12/2023

ESERCIZIO

f(x) = (1+ /sinx))
1x

Xo= 0 DISCONTINUITà A SALTO IN ZERO

im(1 + Sinx)

~
Lin log(1+Sinx

elim+

1(X log(1+ SInk)

e lot
SinX)

. S
sinx X

↓tot

sinx+ ot

Lim Log = 1

t ->0 t

= C

Lim (1-sinx)1A

X+> 0 -

Lim_ Log (1-SIRx
e

Lim
x-0

-
1(X(og(1- Sinx)

e
·

mLIextoX). X
= 2 -

Esistono Solo i Limiti Laterali (DX E SX) ma non Esiste (Mf(x)

ESERCIZIO

(E)
+

Lim+
blog(E)

*

Lim
xe +yXlog1/X
(in x (log1-logx)
Xt+

limX(-1ogx) = - -

x++

e
- 8

-> 0

ex

81

CONFRONTO LOCALE

TofIR

8 . 8 DEFINITE IN IXol EXo]

g(x) +0 PER XFXp

SI STUDI

im FE = L



Se LER
,
allora Si DIRa' CHE f = 0(g) X-Xo

SI DIR' CHE f E' CONTROLLATA Da

INFATTI

Lim 1-005XX 0

se LEIR-E03
,
SI DIR CHE f E' DELLO STESSO ORDINE DI Grandezza DI g QUANDO X ->Xo

fig x + Xo

SE L=1
,

SI DICE Che f E' EQUIVaLENTE a q

fugx-o

ESEMPIO

sinxwX X-0

I'm SX = 1

eF1XxE

se 1= 0
,
aHORd f E TRASCURABILE RISPETTO a q QUANDO +-Xo

f = 0(g) + + X0

ESEMPIO

sinx= 0(x)
X ++

Lim S = 0

X->+

PROPOSIZIONE

frg = f= g + 0(g) x+XO

DIMOSTRAZIONE

n = f -

g
f(x) = h(x) + g(x)

frge)inx( =1 EM*- (Mf(x) =0 M = 0 Eh= 0(g) X + X E) f-g = 0(g) Xx

#
f=

g+ 0(g) X-X.

PROPOSIZIONE

X->0

X= 0(Xm) E nom

Lim E = LiM

= nom

E' TRASCURABILE QUELLA DI POTENZA MAGGIORE

PROPOSIZIONE

xu = 0(xm)

x+ + 0(x + - 8) Se nem



ESEMPI

X3 = 0(x) x+>0

X è Trascurabile rispetto a X
,

X - 0

I'm
3

= Lim X
X- 0

INVECE x= 0(x3)
X++>

Lim s =Lm = O

te+

X -> Xo

t= X- Xo

t=> 0

SUPP X-0

2) 0(xn)+0(x)= 0(xY)

0(XY) + 0(xY) = 0(xY)

p
= min En

,
m3

b) 0(1Xn) :

AoXh

= 0(xY)

1FO

2) Ox" . Ox" = 0(X M
+

1)

d(0(xM) · 0(xY)=0(xm
+

n)

e)(0(2))K = 0(Kn

f) Y(x) (IMITATA IN UN INTORNO DI X = 0
,
51 dVRd' y(x) . 0(4) = 0(x4)

LIMITI FONDAMENTALI

sinXVX
,

x+0

sinx = x+ 0(x)
,

X+ 0

1 - COSXW 112X2
,

x+ 0

1- Cosx = 1(2x+ 0(x2)
,
x +0

log(1 +x)ux
,
x+0

log(1+ x) = x+ 0(x)
,
x+0

ex-1NX
,

X +0

ex+ = x + 0(x)
,
x + 0

ex=1+x + 0(x)
,
X = 0

(1+ x)G 1N2X
,
x+0

(1+X)
=

1 +2X
,
x +0

TEOREMA

se jug Eg-g ,
X+ Xo

allora

Limf(x) · 2(x) = Lim f(x) . g(x)
X-Xo

x+Xo

Limt-imE



TEOREMA

se =0(f) e = 0(g) ,
X- xo

auora (in(f(x) + G(x)(g(x)+ (x) = (imf(x). g(x)
xtXo

Eimtexo C = <im Ite

ESEMPIO

CALCOLARE IM POSE
X->0

2x-0

Lim 1122xOxX+>0

ESEMPIO

Lim Sin2X + x3
X+04x + 5(og(1+ x2)

X = 0(sin2X) x=0

Lim = (imo=in0 **
2

510g(1+ x2) = 0(4X)
,
X=0

imBlog x =

Lim Sin2x + O(Sin2x)
-

x+0 4x + 0(x)

tim2 ore

ESERCIEL

-1) Lim 31-6X-
-->0 5x+ x3

- 6X-> O

(1+ t)- 1nxt t=0

x= 1/3

2x

2)lin
t-0log(1- 3x2)

Lim EtoSi z= -- 213

3) lim(1+3x)
2)Ata

Lim x (09(1+3x)
X->0

Lim Log(1+3x)

X+>0 ↑tanx

im 3xt0C

4)im Antx



Lim (7x4) + 0/x4)
=

49

x+ 0112(4XY) + 0(x48

5) Lim(X= x2 - x2)
x++

Lim(1X)- x2)
X-+

(im x
2(F1T -1)

X-+

(im X2 (1/2- C-1/2))
X++

My1(2(-1) + 04

LIMITI

1(im X(2(1 + 2 - 3x) = + D

X++

imVX4og(1 + E -E

x( - Ez) = 2

2) Lim tan-sin
X-+ Log(1+
t=E
X -> +1 allora +->ot

Lim tankt-senz+
ttot Log(1+3t)

Lim 4t-2t2+ 0(t2
tt0+

3t +0(t)

Mo+ 0

CALCOLO DIFFERENZIALE

1 Q

f(x)) ⑳

·
R

So

g
P

& .(Xo

T
x,

P(x
, f(xd)

a(x1
,
f(xn))

LaRetta Pi

y
- g(x1) =

f(x1)-

f(x0)(x-x1)
X- X0

SIA 8 DEFINITA IN UN INTORNO DI XO
,
XOFI

,
SI DIRà' CHE y è DERIVABILE In XO SSE ESISTE IL LIMITE ED E' FINITO:

imf(x)-8(xd) = goe

L' (Xo) Si CHIAMA la DERIVATA DI 8 NEL PUNTO Xo

EQUIVALENTEMENTE FACENDO

h = x- xp(x= xo+ h)

SI PUÒ' RISCRIVERE IL LIMITE

Lim f(xoth)-f(Xd)
n-0 n



ESEMPIO

SEf(x)= x2

*ofIR FISSO

Lim (Xoth) X2
h+0 n

Lim X+2x0h + h2-x
h-0 n

im h (2toth)
= 2x

h-0

se f(x) = x2 aMORa 8'(x) = x

L' =. D(f)
di
x

se f(x) = sinx

Lim sin(x+h) - sinx
h+0 n

Lim Sinx. Cosh+Cosxsinh-sinx
n-0 n

Lim sinx(cosh-1) + Cosxsinn

n+ 0 n

cosh-1) Lim Cosxsinhim sin +
n+0 e

Lim sinx(cosh-)fh) (im cost)
1

- -
n+P - h2 n +> 0

0+ COSX = CosX

f'(x) = Cosx

se f(x) = ex

f(x)=? f(x) = ex

x+h
-

X / =

Lim e e im exCerteeh ->0 n



LEZIONE 8/112024

ASINTOTI

8 E' Definita Su Un intorno di (+a)

SE IL GRAFICO DI f TENDE A COMPORTARSI COME UNA RETTA

86d ...

----·
liy =

Mx + 0

M E' IL COEFFICIENTE ANGOLARE DI C

9 È L'INTERSEZIONE CON L'ASSE y

g(x)= y= Mx +q

Lim (f(x)-(mx+ q))
= 0

X++

Lim (f(t) - mx - 9)
= 0

x+ +y I

~
o Piccolo

f(x) - mx- q = 0(1) X + + >

f(x)= Mx + 9 + 0 (1) Xt + D

T

SI DICE CHE O E' UN ASINTOTO (DESTRO)

SE MFO Q E' UN ASINTOTO OBLIQUO DX PER 8

SE MEO G E' UN ASINTOTO ORIZZONTALE PER 8

SI SUPPONGA CHE ESISTA UN ASINTOTO DX PER I
INNANZITUTTO DOVREBBE ACCADERE CHE

Mf(x)= + y (RAGIONAMENTO ANALOGO PER ASINTOTO SI

m = Lim 8(x)/x
x- +

9 = Lim (f(x) -Mx)
--+

DEVONO ESISTERE E DEVONO ESSERE FINITI

INFATT (im 8(x)-Mx
-

9
X->

- -

im8 - imM Lima
e

inE - M = 0
X

ESEMPIO

f(x)= Log(3+ -2)+ 2x

VERIFICARE CHE ESISTE UN ASINTOTO OBLIQUO SX

Lim 8(x) = -

D

x+ - *

HA SENSO CHIEDERSI SE HA ASINTOTO OBLIQUO:

m = Lim Log (3+)+2x

X->- A
X

= Lim Log3 (1 + 4/3X2)+ 2x

X--*
X

= Lim Log3 +

log(1
+ 413X2) +2x

X+ - *



= lim Lg3+ 413x2
+0 (1/X2)+ 2 Lim-

3
+ 2

x+ - *

t->0

lo te
in

log(1+t) = t+0(t)
- ->0

9 = Lim(lag(3
+ 4(x2) + 2x e

in(093(1 + 4/3)e

Im(log3 +og (1+ P13X2) = 2008

y = Lg3+ 2x

ESEMPIO

G
VERIFICARE CHE FASINTOTO OBLICO

(VERSO SX TENDE A ZERO ED È INUTILE
STUDIARLA)

lin = = + D
X-+

ex
+ 1

m =imx x

int
eet

1

-=
Lim
x=+ x Ex+1

= 1

alim -1 . x

-Lim X-**
= O

--+ x 1 +ex y
=X

ESEMPIO

SIA 8(x) = X - 3x - 1
2

Sx

Lim & 3x-12 = +

X + - N

m:imyAx -

3
* s

Lim E = M = - 3
At-*

9:im(1x
- 3x + 1

2
+ 3e

9 =0

y = - 3x

ASINTOTI VERTICALL

f(x) =1
X (im f(x) = -*

X-0e -

7
Lim f(x)=+

&
x+0

+

ESEMPIO
X: 0 E' UN ASINTOTO VERTICALE

imLog C·



ESEMPIO

lim f(x) = - x

X-1-

i) Sabato

ESERCIZIO (TEMA DIESAME)

STUDIARE

f(x) = x Log
2
x

1) domf = (0
,

+2)
2) LIMITI AGLI ESTREMI DEL DOMINIO

Lim+

X Logx

im log

timotage gotE i
MONOTONIA

f'(x)= logX + X · Clagx .1/X

= logx +210gx
= logX(logx+ 2)

PUNTI CRITICI

logx = 0 V 10gx +2 =0

X=1 lagX = -2

X = e
-2

= 1/22

f(x) > 0

logx(logx + 2) 0

y = Lagx

y(y +2) > 0

ye
-2vy0

sme mumy

Logxc-2 v Logo
Xee" *I

max min
e

-2 I

-X -

(0
,
2) f'30 f È CRESCENTE

(e
, 1) 20 8 è decrescente

(4
,
+ 2) 8'30 & è Crescente



n

↑Ie2.n-
. i

fle ) = e
2

. (loge-2) = e
-1

. (2)= 4e

MCe2
, 4122) Massimo RELATIVO

m (1
,
0) minimo RELATIVO

DEFINIZIONE

I SI DICE CONVESSA SE L'(X) è Crescente
,
Mentre Si dice CONCAVA SE f'() è Decrescente

OSS: PER DETERMINARE GLI INTERVALI SE L È CONVESSA/CONCAVA QUANDO IL SEGNO DELLA SECONDA DERIVATA

CE

Se fI(X)>O = f'è crescente e Convessa

Se gl1(X)
= 0 = f' è decrescente e CONCava

DEFINIZIONE

I PUNTI DOVE 7 L' " CAMBIA DI SEGNO SI DICONO FLESSI

Egico
I

I

ESEMPIO
- X212

f(x) = x · C

domg = IR

Lim x . g
+22

= (in x/2x212 = 0

x-+ x++

f)-X)= - f(x) PERCIO' f E' DISPAR

f'(x = jx4 2
+ x. 12

- 2x/2

=e
X /2(1- x2)

I PUNTI CRITICI SONO 1-X= O
,
OVVERO 1 E

f'(X0 Siccome "O

1-X0 X2-20

X-1 % E' DECRESCENTE

N
-1<X 1 8 E' Crescente

⑳

IIIII
-1 8 È Decrescente

-

1



f"(x) = e
*2

..2x .1(x(1-x2)+ g
x /2( 2x)

= e
+212

.x(1- x2)+ p
- x 212 x( 2)

= e
-x 12x(x2-1 -2)

= e X12x(X2 - 3)

I PUNTI DI ELESSO HANNO ASCISSA : - 13
,
0

,
13

I tx x
max

C-2
,
153) CONCAVA

el Te
.

C-13
,

03 CONTESSA

↑ (0
,
3) CONCAVA

-VEunI (V3
,
+ 8) CONVESSA

↓

·-1/e

ESERCIZIO A CASA

f(x) = arctanxz

domf
LIMITE AGLI ESTREMI

MONOTONIA : EVENTUAL PUNT, DI MOIX 2 MIN

TEPREMA DI ROLLE

filR-> IR

IPOTESI & CONTINUA IN [a
,
b)

& f È DeMVABILE IN (a
,
b)

⑨f(a) = f(b)

TESI : 7 (- (a
,
b)tc. I' (d= 0

si
TEOREMA DI LAGRANGE

IPOTESI & J E CONTINUA IN [a
, b]

& è Derivabile IN (a
,b)

1Esi 56E(a
,b)tcf((c) = f(b) - f(a)

b = 2

OSSERVAZIONE

f(x)= x
*

f(x)= 4x3

f"(x) =12x2



Xo =0 E' UN PUNTO CRITICO PER 8 MA f"(d) = O NON IMPLICA CHE O Sia Un FLESSO PER f

TEDREMA DI TAYLOR
/

8 DERIVABILE L VOLTE ALTORNO A UN PUNTO XO
,
ALLORA VALE LO SVILUPPO:

f(x) = f(x0) + f'(xd)(x-Xo)+8,(0) (X-x0)2+.... + f(x0)(X-X0)" + 0(x-Xo(u)
n

8 U VOLTE DERIVABILE IN IxO

f(x) = P(x)+ R X +x

Xo = 0 (MAC LAURIN)

n=1

f(x)= f(x0)+ f((xo)(X- X0) + 0(X-Xd)

f(x)= 2
+

x= 0

e= e +ex((x- d + 0(x- d

ex =1 +1(x) + 0(x)
x-> 0

2x= 1+x + R

e
+

(0) y =1+x

H=2 Xo= 0

f(x)= f(x)+ f'(x0)(x- x0) + fl(x0)(A
-X0)2 + 0(x )

f(x) = e =1j f(0) = e=1

f"(0) = L

ex= 1+x + 1/2X2 + 0(x2)
X -> 0

LEZIONE 10/1/2024

f(x)= arctanx f E' PAR f(- X) = f(x)
SIMMETRIA RISPETTO ALL'ASSE Ydom f= IR

arctan x

[2
O

m
8
- T12

-

-INX- T-
arctanx for) .( +8) geconcavo Non E' Una f iniettiva~

·

m I
-1
↑S 3 f) 8 E CONVEsso

↑·

XXXXX

ESTREMI DEL DOMINIO imf(x)= +12 im- 0
f(x)=π12



arctan 0 = 0

Y =T12 E' UN ASINTOTO ORIZZONTALE PER L

f(x) = 1x2(
2

2X

Xo = 0 E' UN PUNTO CRITICO PER L E (0
,
0) È UN PUNTO DI MINIMO RELATIVO PER O (E ASSOTO

f'(x)0

SICCOME 1+ X
*

0

2X >0E) X 0

(0 ,
+8) & è Crescente

(2
,
0) f è Decrescente

2x

f(x)= 1+x
2(1+xt) -2x(4x3)

f"(x)=
(1+xx)2

2+2x+
- 8x = 2-6X

+
= 2[t-3x[1+ >4)2 (1+ x 42

1- 3x*0 (x2)P- 11320

X - 11320 t= x2

-3x4 -1 +2
-11320

3x*= 1

X= 113

<
4

-113= 0 X
4

= 113 x = =3 ==3

ESERCIZIO

f(x)=

dom f e2 Loge+1092 dom 8 = 1R) [10g23

= (- D , log2)U (log2,
+ 0

ESTREMI

(imef =-

(in+12 = 0

Lim

TEClogalete

L INIETTIVA

Logz
·112

&
x= 1092 E' UN ASINTOTO VERTICALE

Y = -112 ASINTOTO ORIZZONTALE DESTRO

d= 0 ASINTOTO ORIZZONTALE SINISTRO



0 (ex -2)-1. ex

f(x) =

(exes

-30 ? M

ESERCIZIO PER CASA

f(x)=

ESERCIZIO

SCRIVERE IL POLINOMO DI TAYLOR AL E ORDINE IN XO 0 DELLA FUNZIONE J(X) = Log (1+ ex

f(x)= f(0)+ f(0(x +

f((0)ye
+ 0(x

X+>0

f(0)= log(1+ 29) = Log2

f(x)=e
- ex f(0)= 12 = e

* /1+ ex

f"(x) = ex(1+ 2x)-ex(et)
(1+ex)2

f"(0) = 1 +f+1-11 = A(1+1)2

Log (1+ 2) =

log2+112x+1/8X2 + O(x2 o

ESERCIZIO

Lim X2-sin2X
x->0x3(eX-COSX)

f(x) = sinx

Xo=O

g(x) = COSx

Sino = 0

8'(= CosX 9 0)= C050 =1

f"(x) -sinx f"(0)=0

8"(x)= - COSX 9"(0) :
-I

sinx = x -1/6x3+ q(x3)

CosX Cos0= 1

8'(x)= - sinx f'(0)= 0

f"(x)= -Cosx f"(0)=-

f'"(x)= - sinx f'"(0) = -1

cosx= 1 -1/2X2+ 0(x2)
x+0

Lim x2- (X -116X3 + 0(x3))2
*0x3- (1+x + 0(x) - (1-1(2X2+ 0(x4)

Lim X2 - (X2-113X+
+ 0(x)))

x+0 xx+ 0(xt)

(im 113X4 + 0(x4)
= 113

x+0 x1+0(xt)

CALCOLO INTEGRALE

8 : I t IR FUNZIONE

SI CHIAMETÀ PRIMITIVA DI O UN F: I FIR DERIVABILE"
DEFINIZIONE : ICIR

*
IN I +c E'(x)= f(x), UXEl



TEOREMA

F PRIMITIVA DI E SU I , ALLORA OGNI ALTRA PRIMITIVA DI 8 SU I E DATA DA F(X)+C
,
C-IR

LA GENERICA PRIMITIVA DI f(A) SU I SI INDICA CON

(f(x)dx = f(x)+ C

SI CHIAMA INTEGRALE INDEFINITO
= &F : I-IR/E E' Una PRIMITIVA DI 83

1(xdx = xa
+1

+ c
a+1

af -S

ESEMPI :

(x3dx = X Y X + C

Sx dx = x3/3+ C

SXdx = x 42+ C

(1 . dx = x+ C

Sxdx = x 1-1 +c= -1x+ C

Sx213dxfl dx =

x
- 2/3 +1

t

-213t1
6 = XV c

2 (x 1dx =/IXdx

= LogIXITC SU OGNI INTERVALLO CHE NON CONTENGA L'ORIGINE

3 /sinxdx = -Cosx+ C

INFATTI D(-COSX+ c) = Sinx

↑ Scosxdx = sinx+C

5 Sedx= ex+C

6 (111+X2 dx= arctanx+C

7 /1 Fdx= arcsinxts su (
,
e)

TEOREMA LINEARITA

f(xf(x)+Bg(x) dx

x(f(x)dx + B(g(x)dx

ESEMPIO

INTE GRARE

S(112x3 + 3X2-2 + cosX)dx

1/2/x3dx+ 3+ 3/X2dx-2/ax +Scosydx
=1(2 . xY4 + 3 . x33 -2x+ SINX+ C

= 118X4 + x3 -2x + Sinx +C

Sfg =?

TEOREMA INTEGRAZIONE PER PARTI

(f(x) · g(x)dx = f(x)g(x) -(f(x)g(x)dx

Slogxdx
S(logX) .1dx

f(x)= logx g(x) = 1-dx

f(x) =1x g(x) = x

X LogX-S1IX . xox

X-108X-Sax
X lo8x-x+ C

Slogxdx = Xogx-x+ c



ESERCIZIO

Sxedx

f(x) =xg'(x) = ex

f'(x) =1g(x)= ex

CAMBIO DI VARIABILI

Sf(g(t) · g'(t)dt = (f(x)dx

idx

SI VUOLE CALCOLARE

Stanxdx = Ssinxicosx - dx

t= COSX
de= -sinx-dx => -dt= sinxdx

Sott = -fatt
=

= Log(t)+ C
== Co /COSX +C

x -

109X - (1(x. xdx

X-LogX-Sa

ESERCIZ-10

Scosx-sinxde

tiCosx
olt= -sinxdl
- de: Sinxdx

-Stdt= -t% 6+ C
=

- 16C0SEX+ C

ESERCIZIO

Sx3. sinx dx

t =
x

*

de= 4x3dx = 114dt = x3dx

11/sintat=1(P)- Cost) + G

= X/p . COSX + C

ESERCIZIO

Se 113Xdx
dt= -113dX

-Solt= dx
t=113X

- 3 Set dt = - zet+C = - zSFC

ESEMPIO

farctanxdx
f(x)= arctanx g(x) =l

f((x) = 1/1+X2 g(x)= x

*arctanx-/X/1+ X2dx
u

t=
1+X2 *

dt= 2Xdx = 112dt = Xdx

* 112/dt/t= 12 Lag(t) +c

= 1/2(ag/1+X2 + C

= 112(og(1+x2)+G

= X .arctanx-11210g(1+X2) + C

CALCOLO DELLE AREECINTEGRALI DEFINITI)

f(x)= x2

* t [0
,1]

i
E

-
.

7



y
=2

p
- > A=2

S
"

20x=2x
l I

=2(2)-2(1)
= 4-2=2


